Ekspandery - teoria i zastosowania

Filip Piekniewski

Wydziat Matematyki i Informatyki
UMK

Prezentacja dostgpna na
http://www.mat.uni.torun.pl/"philip/ekspandery.pdf

18 listopada 2007

Filip Pigkniewski Ekspandery - teoria i zastosowania


http://www.mat.uni.torun.pl/~philip/ekspandery.pdf

Spis tresci

0 Wstep

@ Ekspandery nieformalnie

@ Zrédta zamieszania - reprezentacja grafu

@ Wycieczka w strone Laplasjanu kombinatorycznego
@ Oznaczenia

@ Ekspansja wierzchotkowa, krawedziowa

Widma

@ Pewne wiasnoéci widma grafu

@ Ekspansja spektralna i jej wtasnosci
@ Lemat o mieszaniu

@ Oszacowanie Alona-Boppana

Zastosowania

@ Grafy magiczne

@ Od ekspanderéw do superkoncentratréw
@ Kody poprawiajace btedy

@ Derandomizacja

@ Sieci sortujace

e Konstrukcje ekspanderéw
@ Konstrukcje klasyczne
@ lloczyn zygzakowy (zig-zag product)

Filip Pigkniewski Ekspandery - teoria i zastosowania



Ekspandery nieformalnie

Graf relatywnie rzadki

W ktérym kazdy "maty” podzbiér wierzchotkdéw posiada
"duze” otoczenie

o Jedli dla kazdego zbioru wierzchotkéw S mniejszego od |2ﬂ da
sie oszacowal rozmiar jego otoczenia za pomoca «|S| dla
pewnej statej a, mamy do czynienia z ekspanderem (w sensie
ekspansji wierzchotkowej)

@ W rzeczywistosci chcielibysmy miec cata rosnaca rodzine
graféw, o statym stopniu i wspdlnie ograniczonym z dotu
parametrem ekspansji

@ Dopiero "duze" instancje takich graféw zaczynaja by¢
ciekawe! (s3 rzadkie - staty stopien, i nadal ekspanduj3)
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Wstep

Skutki i intuicje

Intuicyjnie bycie " dobrym” ekspanderem pociaga za soba ciekawe
skutki:

@ Startujac z dowolnie matego zbioru, po n krokach BFS
otrzymujemy wyktadniczo duzy graf

@ Oznacza to, ze kazde drzewo BFS ma logarytmiczna gtebokos¢

@ Patrzac na graf jak na tancuch Markowa, startujac z
dowolnego rozktadu na G, bardzo szybko dochodzimy do
rozktadu stacjonarnego na G
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Ekspandery nieformalnie
Zréd mies

Wstep

Rysunek: Schematyczne przedstawienie idei ekspansji
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Rysunek: Schematyczne przedstawienie idei ekspansji
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Rysunek: Schematyczne przedstawienie idei ekspansji
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Ekspandery nieformalnie
Zréd mies e

Wstep

Rysunek: Schematyczne przedstawienie idei ekspansji
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Ekspandery nieformalnie
Zrédta zamieszania - reprezentacja grafu
trone Laplasjanu kombinatoryc

zchotkowa, kra

Batagan reprezentacyjny

Istotnym problemem w tej teorii jest fakt, iz graf moze by¢ réznie
reprezentowany za pomoca macierzy. W kazdej reprezentacji
niektére z prezentowanych twierdzen formutuja sie fatwo a niektére
nie.
Mozliwe reprezentacje to:

@ Macierz sasiedztwa

@ Znormalizowana macierz s3siedztwa
@ Laplasjan kombinatoryczny
°

Znormalizowany laplasjan kombinatoryczny

Filip Pigkniewski Ekspandery - teoria i zastosowania



nieformalnie
Zrédta zamieszania - reprezentacja grafu
one Laplasjanu kombina

dzi

Rysunek: Nieskierowany graf 3-regularny z petlami
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Ekspandery nieformalnie

Zrédta zamieszania - reprezentacja grafu
one Laplasjanu kombinatoryc

Macierz sasiedztwa:

= = O = O
_ O ORr K~
= == OO
O M= O
OO R = =

Wartoéci wiasne: 3, 1.618, 0.618, -0.618, -1.618
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Ekspandery nieformalnie
- reprezentacja grafu
mbinatoryczneg

Znormalizowana macierz sasiedztwa:

0 1/3 0 1/3 1/3
1/3 1/3 0 0 1/3
0 0 1/3 1/3 1/3
1/3 0 1/3 1/3 0
1/3 1/3 1/3 0 0

Wartoéci wiasne: 1, 0.5393, 0.2060, -0.2060, -0.5393
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Ekspandery nieformalnie

Zrédta zamieszania - reprezentacja grafu
one Laplasjanu kombinatoryc

Laplasjan kombinatoryczny:

3 -1 0 -1 -1
-1 2 0 0 -1
o 0 2 -1 -1
-1 0 -1 2 O
-1 -1 -1 0 3

Wartoéci wiasne: 4.618, 3.618, 2.382, 1.382, 0
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Inie
reprezentacja grafu

Znormalizowany laplasjan kombinatoryczny:

1 -1/3 0 -1/3 -1/3
~1/3 2/3 0 0 -1/3
0 0 2/3 -1/3 —1/3
~1/3 0 -1/3 2/3 0
~1/3 -1/3 -1/3 0 1

Wartosci wtasne: 1.5393, 1.2060, 0.794, 0.4607, O
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y nieformalnie
- reprezenta
Wycieczka w strone Laplasjanu kombmatorycznego
(@)
zchotkowa, kra

Dlaczego wtasciwie Laplasjan?

@ W "normalnych” okolicznosciach Laplasjan jest operatorem
przypisujacym danej funkcji pole dywergencji jej gradientu.
o A=V2 b A=Y 2

@ Co to ma wspdlnego z grafami?
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Ekspandery nieformalnie

szania - reprezentacja grafu
strone Laplasjanu kombinatorycznego

chotkowa, krawed

e Niech G = (V, E) bedzie grafem

@ Zatézmy, ze mamy pewnga funkcje f : V — R przyjmujaca
pewng warto$¢ w kazdym wierzchotku grafu

o Jak zdefiniowa¢ gradient f? Intuicyjnie powinien by¢ to
operator przypisujacy kazdej krawedzi w grafie przyrost f

@ Niech M € M)y |g| bedzie macierzg incydencji, indeksowang
wierzchotkami i krawedziami, M(v, e) réwne jest 1 lub —1
(nadaje to skierowanie krawedziom)

e Odwzorowanie f — M*!f przypisuje kazdej krawedzi przyrost f
na jej koncach. (M*f)e = f, — f, gdy e = (u, v).

e Operator M nazwiemy gradientem na grafie G.
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reprezentacja grafu
Wycieczka w strone Laplasjanu kombinatorycznego

vierzchotkowa, krawed

Dlaczego wtasciwie Laplasjan?

@ Niech teraz g bedzie funkcja g: E — R

o Jak okresli¢ dywergencje g7

@ Zauwazmy, ze operator g — Mg przypisuje kazdemu
wierzchotkowi v grafu warto$é
MgV = Ze wchodzi do v g(e) - Ze opuszcza v g(e)

@ Operator M nazwiemy dywergencja w grafie

e Zauwazmy, ze operator f — MM?'f odpowiada doktadnie
intuicjom dotyczacym Laplasjanu.

e Macierz L = MM nazywamy Laplasjanem kombinatorycznym
grafu. Nietrudno sprawdzié, ze L = D — A, gdzie D jest
macierza diagonalng zawierajaca stopnie wierzchotkdéw oraz A
jest macierza sasiedztwa.
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nieformalnie
eszania - reprezentacja grafu
czka w strone Laplasjanu kombinatorycznego

Twierdzenie Kirchoffa o drzewach rozpinajacych

Twierdzenie

@Niech G bedzie grafem a L jego Laplasjanem kombinatorycznym.
Wtedy kazdy minor gtéwny L réwna sie liczbie drzew rozpinajacych
wG.

?Znane jako tree-matrix theorem

DowOD. Niech M € M)y, |g| 0znacza macierz incydencji dla
grafu G zdefiniowana jak poprzednio. Wtedy:

L= MM*

Mozna to sprawdzié, rozpisujac iloczyny skalarne dla par indekséw
i,J:



Rysunek: Przyktad grafu oraz drzewa rozpinajacego.
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v nieformalnie

- reprezenta
Wycieczka w strone Laplasjanu kombmatorycznego

O
zchotkowa, kra

Dowob.
o Jedli i = j dostajemy 1 na kazdej krawedzi incydentnej z i-tym
wierzchotkiem, zatem

(MMY); ; = D;;

o Jedli i # j dostaniemy 0 gdy nie ma krawedzi z i do j lub —1
gdy taka krawedz istnieje, zatem

(MM?)j = —Ai,

Oznaczmy przez My macierz M z usunietym pewnym wierszem
(dla ustalenia uwagi moze by¢ pierwszy wiersz). Wtedy

Lo = MoME
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y nieformalnie
- reprezenta

Wycieczka w strone Laplasjanu kombmatorycznego

O
zchotkowa, kra

DowOD. Ze wzoru Cauchyego-Bineta mamy:
det(Lo) = det(MoMg) = > det(MxM) =
XCE,|X|=n-1

= > (det(Mx))?

XCE,|X|=n—1

Gdzie Ly to macierz L z usunietym pierwszym wierszem i kolumna,
za$ My to macierz M ograniczona do kolumn odpowiadajacych
krawedziom ze zbioru X.
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v nieformalnie

- reprezenta
Wycieczka w strone Laplasjanu kombmatorycznego

O
zchotkowa, kra

DowOD. Zauwazmy nastepujacy fakt:

det(My) 0 jesli X zawiera cykl ,
e =
x 1 jedli X nie zawiera cyklu.

Drzewo rozpinajace to dokfadnie podgraf acykliczny zawierajacy
n — 1 krawedzi, zatem sumy na poprzednim slajdzie zliczaja drzewa
rozpinajace w grafie G. |
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nieformalnie
zania - reprezentacj
Wycieczka w strone Laplasjanu kombinatorycznego

rzchotkowa,

Przyktad

Zauwazmy, ze cykl rzeczywiscie implikuje liniowa zaleznos¢ kolumn
macierzy M:

1 0 1
-1 1 o0 *
0o -1 -1

0 *

Wystarczy dodac kolumne 1 do 2 i otrzymujemy kolumne 3.
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Jedli nie bedzie zaznaczone inaczej, w tej prezentacji domysine sa:

@ Nieskierowany d-regularny graf G o zbiorze wierzchotkéw Vi
krawedzi E

@ Reprezentacja grafu jako zwyktej macierzy sasiedztwa,
wartosci witasne liczone z takiej macierzy

@ Dla zbioru S C V przez 95 oznaczamy zbiér krawedzi ktérych
jeden kraniec lezy w S a drugiw V \ S

@ Analogicznie przez ['(S) oznaczamy zbiér wierzchotkéw z
V' \ S posiadajacych sasiada z S.

@ Zbidr {A1, A2, -+, A\p} warto$ci wtasnych macierzy sasiedztwa
bedziemy nazywa¢ widmem grafu, przyjmiemy przy tym
konwencje sortowania d = A1 > Ay > A3 > - > A,

Filip Pigkniewski Ekspandery - teoria i zastosowania



Ekspandery nieformalnie

Zrédta

Ekspansja wierzchotkowa, krawedziowa

Dla grafu d-regularnego G parametrem ekspansji (krawedziowej!)
nazywamy:
h(G) = min —
scva<isi<y [S|
Warto zauwazy¢ tutaj zwigzek ze statg Cheegera dla zwartych
n-wymiarowych rozmaitosci riemanowskich postaci:

—in fn—1(0A)
M) = (A, 1n (MY, 2))

Nieformalnie rzecz ujmujac jedna i druga funkcja mierzy "waskie
gardfo” grafu lub rozmaitosci.

LW tej mierze réwniez istnieje pewne zamieszanie, niektérzy autorzy
uzywaja sformutowania vertex expansion w stosunku do-tej wielkosci
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Ekspansja wierzchotkowa, krawedziowa

0A

=1in Hn—1 (('?A)
M) = i (A), j M\ A))

Rysunek: Intuicje zwigzane ze stata Cheegera w przypadku rozmaitosci
Riemanowskich
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Ekspansja wierzchotkowa, krawedziowa

Dla d-regularnego grafu G i statej o parametrem a-ekspansji
wierzchotkowej nazywamy

r(s)|

G) = min —
£(C) scv.i<|s|<alv]  |S]
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Rysunek: Przyktad podzbioru w grafie planarnym, |0S| = 16, |[[(S)| = 12
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Widma

Twierdzenie

Dla grafu d-regularnego G, mamy: \1 = d oraz wektor posiadajacy
wszystkie wspétrzedne réwne jest wektorem wfasnym.

DowOD. Rozwazmy maksymalna warto$¢ wiasng \; oraz jej
wektor wtasny v. Dla pewnego i mamy |v;| = max; |v;|. Wtedy
A < d gdyz z nierdwnosci trojkata i maksymalnosci v; mamy:

Nvil = D agvi| < |vil Y laij| = dlvil
j j

W szczegdlnosci, rownosé zachodzi gdy:
o Vja,-j;é0z>vj:v,-
Qo Vja,-j;éO:M/j:—v;
|

Filip Pigkniewski Ekspandery - teoria i zastosowania



Widma

Twierdzenie

Graf d-regularny G jest spojny gdy najwieksza wartos¢ wfasna A
Jjego macierzy sasiedztwa ma krotnosc algebraiczng 1.

DowOD. Zatézmy, ze graf jest niespdjny. Niech X C V oraz

Y = V'\ X. Dla dowolnego S C V niech xs oznacza jego wektor
charakterystyczny (xs; =1 < v; € §). Wtedy x = xx oraz

¥ = Xy sa wektorami wtasnymi .

d ,ieX

(Ax)i = D agx = ) ayx = .

. ; 0 ,i¢X
J JjeX

z czego automatycznie wynika Ax = dx. Analogicznie postepujemy
zy.
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Widma

DowOD. Teraz zatézmy, ze A = d wystepuje z krotnoscig > 1.
Whtedy istnieje pewien wektor x (niejednostajny) dla A. Niech
X = {i|x; = max; x;}. Poniewaz jest to wektor wtasny dla wartosci
wiasnej réwnej d, z poprzedniego twierdzenia wiadomo, ze dla
kazdego i € X oraz ajj # 0 zachodzi x; = xj. Zatem a;; = 0 dla
kazdego i € X, j € V' \ X, zatem X nie jest potaczony z V' \ X.

|
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Widma

Twierdzenie

Dla dowolnego grafu G liczba jego spojnych skfadowych jest réwna
krotnosci algebraicznej wartosci wfasnej A = 0 laplasjanu
kombinatorycznego G.
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Widma

Twierdzenie

Graf d-regularny G jest dwudzielny wtedy i tylko wtedy gdy
posiada wartos¢ wfasna réwna \j = —d

DOWOD. Rozwazmy graf G2 = (V, E?), ktérym istnieje krawedz
miedzy wierzchotkiem u i v jesli w oryginalnym grafie G istniata
$ciezka dtugosci 2 miedzy u i v. tatwo zauwazyé, ze macierz
sasiedztwa dla G? jest réwna doktadnie A2, gdzie A jest macierza
sasiedztwa grafu G. Poniewaz graf G byt dwudzielny, wiec G? jest
niespéjny, zatem najwieksza wartoé¢ wtasna macierzy A% musi
mie¢ krotnos¢ 2. Zauwazmy, ze

Az = A5

zatem
max A2 = max A4
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Widma

DowOD. Mamy
max A\ g2 = max A\ = d?

Jest krotnoéci dwa, za$ w oryginalnym grafie A = d miata krotnosé
jeden. Zatem w grafie G musiata istnie¢ warto$¢ wtasna \; = —d,
skad

2= (—d)?=d°

1
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widma grafu
Widma Ekspansja tralna i jej wtasnosci

atom aniu
ie Alona-Boppana

Niech d = A1 > Ao > A3 > --- > )\, beda wartoSciami wtasnymi
grafu. Liczbe d — Ay nazywamy separacja spektralng grafu.
Separacja spektralna ma pewien niezwykty zwigzek z parametrem
ekspansji odkryty w wersji ciagtej przez Cheegera i Bushera, a dla
przypadku dyskretnego przez Dodziuka [Dodziuk(1984)] i
niezaleznie przez Alona i Milmana

[Alon and Milman(1985), Alon(1986)]. Wyraza sie on nastepujaco:

Twierdzenie

Niech G bedzie d-regularnym grafem z widmem
d=X1>X>X3>--->\,. Wtedy:

d— X
2

< h(G) < /2d(d = X2) (1)
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Widma

Oszacowanie Alona-Boppana

Lemat o mieszaniu dla ekspanderéw

Niech G bedzie d-regularnym grafem z n wierzchotkami i
A = A(G) = max(| 2], |An|). Wtedy dla kazdych S, T C V

£, 1) - LT < 3 T @

Zauwazmy co méwi ten lemat: lewa strona wyznacza réznice
miedzy iloscig krawedzi |E(S, T)|w grafie ze zbioru S do T, a
Srednig ilosciag takich krawedzi w d-regularnym grafie losowym
W. Oznacza to, ze jedli \ jest niewielkie, graf ma duzy
"rozrzut” (discrepancy) krawedzi, i w tym sensie wyglada podobnie
do losowego.
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Widma s
Lemat o mieszaniu
Oszacowanie Alona-Boppana

Lemat odwrotny do lematu o mieszaniu

Lemat

Niech G bedzie d-regularnym grafem i zatézmy, ze dla kazdych
dwdch roztacznych zbioréw wierzchotkéw i pewnego p

£ 1) - LB < sy 3)

Wtedy A < O(p(1 + log(d/p))). Ograniczenie jest sciste.
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Widma

Oszacowanie Alona-Boppana

Twierdzenie

(Alona-Boppana). Dla kazdego d-regularnego grafu G o n
wierzchotkach zachodzi:

A>2Vd—1 - on(1) (4)

Czynnik o,(1) zbiega do zera dla ustalonego d i n — occ.
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Zastosowania

W tej czesci prezentacji:

@ Pokazemy istnienie graféw magicznych

@ Wykorzystamy grafy magiczne do konstrukgji
superkoncentratoréw o O(n) krawedziach

o Dalej wykorzystamy grafy magiczne do konstrukgji
optymalnych koddéw korygujacych btedy

@ Pokazemy, ze odpowiednie zastosowanie ekspanderéw pozwala
zmniejszy¢ zapotrzebowanie na bity losowe dla algorytméw
RP bez straty na prawdopodobienstwie

@ Dowiemy sie o sieci sortujacej AKS o logarytmiczne;j
gtebokosci
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centratrow

Zastosowania

Sieci sortujace

Niech G = (L, R, E) bedzie grafem dwudzielnym. Méwimy, ze G
Jest grafem (n,m,d)-magicznym jesli |L| = n, |R| = m i kazdy lewy
wierzchotek ma d sasiadéw oraz zachodza zwiazki:

o (i) IT(S)| > 32|S| dla kazdego S C L, |S| < &

o (i) [F(S)| > |S| dla kazdego S C L, 155 < |S| < 5
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Grafy magiczne
perkoncentratréw

. dy
Zastosowania

Twierdzenie

Istnieje stata ng taka, ze dla kazdego d > 32 in> nyg, m > 3n/4
istnieje (n,m,d)-magiczny graf.

DowOD. Niech G bedzie losowym grafem dwudzielnym z n
wierzchotkami po lewej i m wierzchotkami po prawej, przy czym
kazdy wierzchotek z lewej ma d sasiadéw. G z duzym
prawdopodobiefAstwem jest magiczny.

Udowodnimy najpierw, ze wtasnos$¢ (i) zachodzi z duzym
prawdopodobienstwem. Niech S C L ma moc s = |S| < 55 i
niech T C R mam moc t = |T| < %. Niech Xs 1 bedzie
zmienng losowa przyjmujaca 1 gdy wszystkie krawedzie z S id3 do
T (0 w p.p). Jedli > Xs 7 =0 gdy suma przebiega wszystkie
wybory S'i T jak wyzej, wtedy wtasnos¢ (i) zachodzi.
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Grafy magiczne

erkoncentratréow

Zastosowania

Dowo6D. Prawdopodobiefistwo zdarzenia Xs 1 wynosi (t/m)s?
Korzystajac z nieréwnosci (Z) < (ne/k)* dostajemy:

Prd Xs7>01<> PriXsr=1=) (t/m)*
ST S, T

S, T
n/10d

<3 () (sare) ()

”/10d 5ds/8 sd
ne 8me 5ds
< — <1/10
Z ( ) ( 5ds ) <8m> /
Ostatnia nieréwnos$¢ zachodzi, poniewaz s-ty wyraz jest
ograniczony przez 20~°
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Grafy magiczne

perkoncentratréw

Zastosowania

DowOD. Podobnie szacujemy prawdopodobienstwo ztamania
wiasnosci (ii). Dla kazdego S C L o rozmiarze 57 < s =[5/ < 7 i
T CR, t=|T| < |S| niech Ys 1 bedzie zmienng losowa
przyjmujaca warto$¢ 1 gdy wszystkie krawedzie z S ida do T (0 w
p.). Tak jak w poprzednim przypadku chcemy aby
prawdopodobienstwo zdarzenia Zsj Ys.7 = 0 byto niewielkie:

Prid  Ysr1>0] < Z PriYs,r=11=) (t/n)* <
S, T

S, T
z( ) (7)tsim= < S22 (27 <

Ostatnia nierébwno$¢ zachodzi, gdyz s-ty wyraz jest ograniczony
przez 10™°. Zatem wiekszo$¢ graféw jest magiczna. |
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Grafy magiczne

Od ekspanderéw do superkoncentratréw
. et

Zastosowania €

Superkoncentratory

Graf G nazywamy superkoncentratorem jesli

o G jest "rzadki”

@ Posiada wyszczegdlnione dwa rozfaczne, n-elementowe zbiory
wierzchotkow wejs¢ IN i wyjsé OUT

@ Dla dowolnego k < n i kazdych S C IN i T C OUT,
|S| = |T| = k, istnieje zbiér roztacznych Sciezek z S do T.
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Zastosowania

Rysunek: Schemat superkoncentratora
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Zastosowania

Oczywiscie graf petny jest superkoncentratorem, jednak ma
mnéstwo krawedzi. Przez dtugi czas otwarte byto pytanie czy
istnieja superkoncentratory o liniowej liczbie krawedzi? Odpowiedz
na to pytanie jest twierdzaca, a do konstrukcji takich graféw trzeba
wykorzystaé grafy magiczne bedace specyficznymi ekspanderami.
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superkoncentratréw

Zastosowania

Konstrukcja superkoncentratora o O(n) krawedziach

Niech G bedzie (n,3n/4, d)-magicznym grafem, wtedy

IT(S)| > |S| dla kazdego S C L, |S| < 2. Na podstawie
twierdzenia Halla istnieje skojarzenie doskonate z S do I'(S).
Zbudujemy superkoncentrator C’ z n wierzchotkami po kazdej
stronie rekursywnie. Dla n ponizej pewnej statej ny wystarczy
wzia¢ pefen graf dwudzielny, (jest superkoncentratorem z n?
krawedzi). Dla n > ng konstruujemy superkoncentrator uzywajac
dwdch kopii grafu magicznego G; = (L1, Ry, E1) oraz

Gy = (L, Ro, E2), gdzie |L;| = n, |Ri| = 3n/4. Nastepnie taczymy
wyjécia G1 z wyjSciami G, za pomoca superkoncentratora C o
O(n) krawedziach. Poniewaz C ma 3n/4 wej$¢ i wyj$¢, wiec na
mocy zatozenia indukcyjnego istnieje. Na koniec taczymy
pojedyncza krawedzig wierzchotki z L i Lj.
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Zastosowania

Rysunek: Konstrukcja superkoncentratora C’
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Zastosowania

Twierdzenie

Graf skonstruowany tak jak powyzej jest superkoncentratorem z
O(n) krawedziach.

DowoOD. (poprawnos$é) Niech Si T, |S| = |T| = k beda wejsciem
i wyjsciem. Jedli k < 3, wtedy [, (S)| > |S] oraz |[T'6,(T)| > |T|
(z magicznosci). Istnieje zatem skojarzenie doskonate pomiedzy S
aS' Clg(S)wGiTaT Clg,(T)w Gy. Poniewaz C jest
superkoncentratorem, zbiory S’ i T/ moga by¢é pofaczone sciezkami
roztacznymi.

Jedli k > 3, wtedy istnieje przynajmniej k — n/2 par wierzchotkéw
potaczonych bezposrednimi krawedziami z S do T. Dla
pozostatych par stosujemy rozumowanie jak powyzej.
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Zastosowania

DOWOD. Potrzeba jeszcze oszacowac liczbe krawedzi e(n) w grafie
C’. Dostajemy nastepujace réwnanie rekurencyjne:

e(n) < 2;1d+ n+e(3n/4) dla n> no,

n dla n < ng.
Rozwiazanie tej rekursji implikuje e(n) < Kn gdzie stata K zalezy

jedynie od ng i d. Otrzymaliémy zatem superkoncentrator o O(n)
krawedziach. |
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Zastosowania

Tworzenie superkoncentratoréw z minimalng statag K stato sie
popularnym "sportem”. Obecny rekord opisany jest w pracy
[Alon and Capalbo(2003)]. Podana tam zostata konstrukcja
superkoncentratora o gestosci K = 44 z wykorzystaniem rodziny
graféw Ramanujana (optymalnych ekspanderéw spektralnych).
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do superkoncentratréw

jace btedy

]

@ Zatbézmy, ze nastepuje komunikacja cyfrowa przez kanat w
ktérym moga sie pojawic zaktdcenia
@ Niech maksymalna proporcja zaktéconych bitéw wynosi p, jak
wystac k-bitowa wiadomo$¢ tak aby dotarta bezbtednie?
@ Z pomoca przychodza pomysty Claude Shannona:
o Niech C C {0,1}" bedzie stownikiem, oraz |C| = 2k
o Kodujemy kazda k-bitowa wiadomos¢ jako element ¢ € C,
otrzymujemy n-bitowe kodowanie
o Dla stowa s ktére przeszto przez kanat komunikacyjny znajdujemy
najblizsze w sensie odlegtosci Hamminga stowo s’ € C
o Dekodujemy s’ z nadzieje otrzymania oryginalnej wiadomosci
o Jesli odlegtos¢ miedzy kazdymi dwoma stowami w stowniku jest
wieksza niz 2pn mamy gwarancje odzyskania dobrej wiadomosci
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superkoncentratréw
Kody popramajace btedy
Derandorr
Sieci sort

Zastosowania

@ Pytanie o komunikacje sprowadza sie zatem do znalezienia
dobrego stownika

@ Przez parametr efektywnoséci stownika okreslamy

log |C]
n

R =

o Srednica kodu nazywamy

Ming £e,ec du(ct, @)
n

)=
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do superkoncentratréw
Kody popramajace btedy
Derandorr
Sieci sort

Zastosowania

Problem efektywnego kodowania: czy jest mozliwe zaprojektowanie
rodziny stownikéw {Cy}32, taka, ze |Cx| = 2K, $rednica kazdego
stownika jest wieksza od pewnej statej 69 > 0 oraz parametr
efektywnosci kodu wigkszy od pewnej statej Ry > 0.

Jak zobaczymy za chwile, problem ten mozna rozwigzaé za
pomoca ekspanderéw...
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Zastosowania

Sieci sortujace

Skonstruujemy kodowanie C C {0,1}" z parametrem efektywnosci
przynajmniej 1/4 i $rednica przynajmniej 1/10d. Wykorzystamy do
tego po raz kolejny grafy magiczne.

Twierdzenie

Niech G bedzie grafem magicznym z n lewych wierzchotkéw i 3n/4
prawych wierzchotkéw. Dla kazdego podzbioru ) # S C L,

|S| < 155 istnieje wierzchotek u € R posiadajacy dokfadnie jednego
sgsiada z S czyli [T(u)NS| = 1.

DowOD. Rozwazmy e(S,T(S)). Oczywiscie

e(5,T(S)) = d|S| = ds. Z drugiej strony skoro ['(S) > %ds,
$rednia liczba sasiadéw z S w '(S) wynosi 8/5 < 2. Ale kazdy
wierzchotek z ['(S) ma przynajmniej jednego sasiada w S. Istnieje
zatem przynajmniej jeden (a w rzeczywistosci wiele) wierzchotkéw
w '(S) posiadajacych doktadnie jednego sasiada w S. |
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Od ekspande o superkoncentratréw
Kody poprawiajace btedy
Derandomizacja

Sieci sol

Zastosowania

Definicja

Niech G = (R, L, E) bedzie grafem magicznym reprezentowanym
przez macierz A ze zbiorem wierszy R i kolumn L, przy czym a; j
jest réwne 1 lub 0, zaleznie czy i-ty wierzchotek w R jest sasiadem
Jj-tego wierzchotka w L. Kod C definiujemy jako prawe jadro
macierzy A, czyli C = {x € {0,1}"|Ax = 0}, przy czym operacje
wykonujemy nad ciatem Zy. C jest podprzestrzenia liniowa o
wymiarze przynajmniej n/4, stad |C| > 2"/*, co daje zadane
ograniczenie na parametr efektywnosci.
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Zastosowania

Twierdzenie

Kod zdefiniowany powyzej ma srednice > 1/10d

DowOD. Poniewaz C jest podprzestrzenia liniowa, zatem
najmniejsza odlegtos¢ miedzy jej wektorami jest réwna najmniejszej
wadze niezerowego wektora (stowa kodowego). Niech x # 0 bedzie
n bitowym wektorem z noénikiem S =j € L, x; = 1. Jesli

|S| < 155, Wtedy istnieje pewne i takie, ze [[(/) N S| = 1. Wynika
z tego, ze i-ta wspdtrzedna Ax jest jeden, co stoi w sprzecznosci z
faktem, iz x nalezy do jadra przeksztatcenia A. Wynika z tego, ze
minimalna znormalizowana odlegto$¢ Hamminga kodu C wynosi
przynajmniej 1/10d. |
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Zastosowania

Prezentowane podejscie to specjalny przypadek LDPC (Low
Density Parity Check). Pomyst ten byt zaproponowany przez
Gallagera [Gallager(1963)], nastepnie rozwijana przez Bassalygo,
Pinskera i Margulisa

[Pinsker(1973), Margulis(1973), Bassalygo and Pinsker(1973)].
Przez 20 lat dziedzina ta byta uspiona, by powrécié w latach
90-tych. Dzisiaj uwaza sie, ze LDPC daja najlepsze parametry
kodow jednoczesnie przy dobrej efektywnosci implementacyjnej.
Przeglad tej dziedziny mozna znalez¢é w

[Richardson and Urbanke(2004)].
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o superkoncentratréw
Zastosowania

Sieci sortujace

Derandomizacja algorytméw RP

Definicja

Jezyk L C {0,1}* nalezy do klasy RP, jesli istnieje wielomianowy
algorytm A, pobierajacy na wejsciu pewna liczbe bitéw losowych (ilosé
bitéw zalezy réwniez wielomianowo od rozmiaru problemu), taki ze:

o Jesli x € L, wtedy A akceptuje x z prawdopodobienstwem
przynajmnie® 1/16:

Pr[A(x, Rand(Poly(|x|))) = 1] > 1/16

o Jeslix ¢ L, A zawsze odrzuca x

“Wybér jest dowolny, ale 1/16 bedzie wygodna dla obliczer. Standardowo w
definicjach RP jest 1/2
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Zastosowania

Zauwazmy, ze po k niezaleznych prébach prawdopodobienstwo
pomytki zanika wyktadniczo:

Pr[A(x, Rand(Poly(|x]))) = OA...AA(x, Rand"(Poly(|x]))) = 0] <16~ "

@ Przyktadem algorytmu probabilistycznego jest algorytm
Rabina-Millera na testowanie pierwszosci liczb naturalnych,
chociaz wiadomo, ze problem ten nalezy do klasy P.

@ Podstawowym cennym surowcem zuzywanym przez algorytmy
RP s3 bity losowe

@ By¢ moze zabrzmi to dziwnie, ale zebranie sensownego zbioru
bitéw losowych nie jest tatwym zadaniem

@ Ekspandery pozwalaja zachowaé ograniczenia na
prawdopodobienstwo, przy znacznym ograniczeniu uzywanych
bitéw losowych
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erkoncentratréow

Zastosowania

Zaczniemy od pewnej prostej obserwacji zwigzanej z magicznymi
grafami. Niech G = (L, R, E) bedzie (n, n,d) magicznym grafem z
n = 2k, gdzie k jest dtugoscia stowa wejéciowego i dla uproszczenia
iloscig zuzywanych bitéw losowych. Niech B oznacza zbiér ztych
ciggbdw bitdw losowych dla ktérych algorytm A akceptuje x nawet
jesli x ¢ L. Wiemy, ze |B| < n/16. Dla kazdej liczby naturalnej d
zbudujemy algorytm, ktéry uruchomi algorytm A d razy i osiagnie
prawdopodobienstwo btedu e < 10% przy uzyciu tylko jednej
"paczki” bitéw losowych.
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do superkoncentratréw

Zastosowania P
Derandomizacj

Sieci sort

o Wybierz losowy ciag k bitdéw, wybierz odpowiadajacy mu
wierzchotek v w L

e Niech {r,r,...,r4} =T(v) C R bedzie zbiorem sasiadéw v w
R.

@ Akceptuj stowo x jesli wszystkie wywotania
A(x, r1), ..., A(x, rq) zaakceptowaty
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superkoncentratréw

. tedy
Zastosowania <

Twierdzenie

Algorytm powyzej ma prawdopodobienstwo btedu mniejsze niz ﬁ

DowOD. Algorytm popetnia btad gdy x ¢ L i r1,r,...,rg € B, czyli
I'(v) C B. Niech S bedzie zbiorem wierzchotkdéw w L ktére spetniaja
ten warunek (zatem gdy v € S algorytm sie myli). Oczywiscie

[(S) C B, jednak musi zachodzi¢ |S| < 175 bo inaczej dostaniemy
sprzecznosé:

5
B8] [1(S)| > =2 > n/16
To gdrne ograniczenie na rozmiar S oznacza, ze algorytm myli sie z
prawdopodobienstwem najwyzej ﬁ. Zauwazmy, ze polepszenie

btedu uzyskaliSmy bez wykorzystania dodatkowych bitéw losowych!
|
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Zastosowania

Optymalna redukcja btedu z wykorzystaniem ekspanderéw
spektralnych

Pokazemy teraz, ze mozna dokonaé optymalnej redukcji btedu
(zanik wykfadniczy) przy wykorzystaniu logarytmicznie matej ilosci
bitéw losowych.

W tym celu przypomnijmy:

A = A(G) = max(|Az], |An])

Oraz oznaczmy oo = \/d.
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Zastosowania

Jedli graf G jest ekspanderem spektralnym z parametrem o = \/d,
lemat o mieszaniu formutuje sie nastepujaco:

'\E(S, )| — dSILm’ < ady/|S||T| < adn

Co mozna przepisac:

|E(S, )| |S]|T]
_ <
‘ dn n? |- @
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erkoncentratréow

Zastosowania

Rozwazmy teraz dwa eksperymenty losowe polegajace na
wybieraniu par (i, /) wierzchotkéw w G. Za sukces bedziemy
uznawaé zdarzenie, ze i € S oraz j € T. W pierwszym
eksperymencie wybieramy losowo obydwa wierzchotki z rozkfadu
jednostajnego na V. Prawdopodobienstwo sukcesu w tym
przypadku wynosi |S||T|/n?. W drugim eksperymencie losowo
wybieramy i € V' a nastepnie j jednostajnie wsréd sasiadow i.
Prawdopodobienstwo sukcesu w tym wypadku wynosi

|E(S, T)|/dn. Lemat o mieszaniu dla ekspanderéw orzeka, ze
pomimo réznej natury prébkowan, prawdopodobienstwa sukcesu w
obydwu przypadkach réznia sie jedynie o niewielki parametr a.
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Zastosowania

Niech G = (V, E) bedzie (n,d) - ekspanderem z parametrem «
oraz B C V bedzie zbiorem |B| = (3n. Przeprowadzamy
nastepujacy eksperyment: wybieramy losowo element Xg € V' a
nastepnie wykonujemy losowy spacer (random walk) kolejno
Xo, ..., Xt na G. Przez (B, t) oznaczamy zdarzenie w ktérym
wszystkie odwiedzone wierzchotki byty w B, czyli V; X; € B

Twierdzenie

[Ajtai et al.(1987)Ajtai, Komlos, and Szemeredi]
[Alon et al.(1995)Alon, Feige, Wigderson, and Zuckerman]

Pr[(B,t)] < (B+ a)*
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Zastosowania

Rozwazmy algorytm (przy zatozeniu, ze A jest algorytmem
probilistycznym dla jezyka L € RP z prawdopodobiehstwem
pomytki 3, zas G(V, E), V = {0,1}* ekspanderem z parametrem
a):

@ Wybierz losowo wierzchotek v € V

@ Rozpocznij losowy spacer dtugosci t (v, va, ..., vt)

@ Zaakceptuj wejscie x jesli kazde uruchomienie

A(x,w), A(x, v1), ..., A(x, v¢) zaakceptowato x

Prawdopodobienstwo, ze powyzszy algorytm zawiedzie jest
mniejsze niz (a + 3)*. Bity losowe sa konsumowane przez wybranie
startowego wierzchotka na nastepnie na wylosowanie jedno z d
sasiadéw, przy czym d << 2K, zatem sumaryczna iloé¢ bitéw
zuzytych przez algorytm wynosi k + tlog(d) = k + O(t).
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Zastosowania

Rysunek: Najprostsza sie¢ sortujgca oparta o transpozycje sasiednich
elementéw (16 elementéw, 120 poréwnan, gtebokosé 16)
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iperkoncentratréow

B edy
Zastosowania ‘

Derandor E
Sieci sortujace

Otwarte pytania sieci sortujacych to:
@ Dla zadanej liczby elementéw ile poréwnan ma sie¢
optymalna?
e Jaka gtebokos¢ (ilos¢ réwnolegtych faz) ma optymalna sie¢?
o Jakiego rzedu s3 asymptotycznie optymalne gtebokosci sieci
dla dowolnych n?

Pierwsze pytanie zawiera odpowiedz dla n < 16. Odpowiedzig na
trzecie pytanie jest sie¢ AKS.
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Zastosowania

Rysunek: Sie¢ reprezentujaca algorytm sortowania przez wstawianie (16
elementéw, 120 poréwnan, gtebokos¢ 29)
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Zastosowania
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Rysunek: Kolejna sie¢ sortujaca (16 elementéw, 63 poréwnania,
gtebokos¢ 22)
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Zastosowania

Rysunek: Sie¢ sortujaca Batchera typu Odd-even (16 elementéw, 63
poréwnania, gtebokos¢ 10)
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Zastosowania
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Rysunek: Bitoniczna sie¢ sortujaca Batchera (16 elementéw, 80
poréwnan, gtebokos¢ 10)
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Zastosowania

SEE et
; “ lH T A )
— f S S
S ; :
4

Rysunek: Sie¢ sortujaca optymalna dla 16 elementéw (16 elementéw, 60
poréwnan, gtebokos¢ 14)
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Zastosowania

@ Wiadomo, ze dolnym ograniczeniem na asymptotyczna
gtebokos¢ sieci to O(log n), nie byto jednak wiadomo czy
takie sieci dla duzych ilosci elementéw rzeczywiscie istniej3.

@ Jednak dopiero w 1983 w pracy
[Ajtai et al.(1983a)Ajtai, Komlés, and Szemerédi] oraz
[Ajtai et al.(1983b)Ajtai, Komlds, and Szemerédi] autorzy
pokazali istnienie takiej sieci za pomoca ekspanderdéw

@ Sama siel jest jednak zupetnie niepraktyczna - co prawda

asymptotycznie optymalna, to jednak stata ukryta w notacji O
jest bardzo duza.
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Konstrukcje ekspanderéw

W tej czesci poznamy dwie konstrukcje ekspanderéw, jedng
klasyczna, przedstawiong w pracy Gregory'ego Margulisa w pracy
[Margulis(1973)] w 1973 roku, druga opierajaca sie o nowa
operacje na grafach - iloczyn zygzakowy (zig zag product) -
zaproponowany przez w pracy

[Reingold et al.(2002)Reingold, Vadhan, and Wigderson].
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Konstrukcje ekspanderéw

Konstrukcja Margulisa

Rozwazmy rodzine 8-regularnych graféw G, dla kazdego m € N.
Zbiorem wierzchotkéw niech bedzie V, = Z,, X Zp,. Sasiadami
wierzchotka (7,) sa odpowiednio:

(I+Jv.])v (I_./v.])' (I’J+ I)' (”./_ I)' (I+J+ 1)./)' (I_J+ 17./)'
(i,j+i+1), (i,j—i+1), (wszystkie operacje brane mod m).

Twierdzenie

Rodzina graféw zdefiniowanych powyzej spetnia A\(G,) < 5v/2 < 8
dla kazdego n.

Zauwazmy, ze dowolnie duze instancje graféw G, sa relatywnie
bardzo rzadkie (stopien regularnosci 8), a jednak zawsze maja
istotng przerwe spektralng, zatem nigdy nie maja "waskich gardet”.
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product)

Konstrukcje ekspanderéw

Rysunek: Graf Margulisa dla V = Zsg X Zszo (bez petli i krawedzi
wielokrotnych)
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Konstrukcje ekspanderéw

Margulis w pracy [Margulis(1973)] dowodzit, ze $cisle zwigzana z
powyzszymi rodzina graféw stanowi rodzine ekspanderéw, jego
dowdd byt jednak zupetnie egzystencjalny. W 1981 Gabber i Gail w
pracy [Gabber and Galil(1981)] przedstawili dolne oszacowanie na
przerwe spektralna. Ich dowdd wykorzystywat analize harmoniczng.
W 1987 oszacowanie zostato poprawione w pracy

[Jimbo and Maruoka(1987)]. Dowéd ktéry po uproszczeniach
zajmuje zaledwie kilka stron algebry liniowej jest jednak daleki od
bycia prostym, zainteresowani moga znalez¢ dos$é przystepna wersje
w [Hoory et al.(2006)Hoory, Linial, and Wigderson]
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Konstrukcje klasyczne
lloczyn zygzakowy (zig-zag product)
Konstrukcje ekspanderéw

lloczyn zygzakowy (zigzag product)

lloczyn zygzakowy (zig-zag product), jest pewna nowatorska
operacja na grafach zaproponowang w pracy

[Reingold et al.(2002)Reingold, Vadhan, and Wigderson].
Inspiracja tego produktu byt zapewne produkt tensorowy, ktéry
jednak nie jest zbyt interesujacy z punktu widzenia ekspanderdw.
Produkt zygzakowy jest do$¢ skomplikowany na pierwszy rzut oka,
do jego zrozumienia potrzebne jest pojecie rotacji w grafie.
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Konstrukcje klasyczne
lloczyn zygzakowy (zig-zag product)
Konstrukcje ekspanderéw

Definicja

Mapa rotacji dla d-regularnego grafu G = (V, E) nazywamy
przeksztatcenie:

Rotg : V x {1,...,d} — V x {1,...,d}

Zdefiniowane nastepujaco: Rotg(i,a) = (j, b) doktadnie wtedy gdy
J jest a-tym sasiadem i oraz i jest b-tym sasiadem j. Rotacja jest
dobrze okreslona i nie zalezy od wyboru konkretnego numerowania
sasiadow.

Filip Pigkniewski Ekspandery - teoria i zastosowania



Ko

onstrukeje klasyczne

lloczyn zygzakowy (zig-zag product)

Konstrukcje ekspanderéw

Rot:V x {1,...d} > V x {1,....d}

Rysunek: Przyktadowy graf

W powyzszym przyktadzie:

Rot(a,1) = (b, 3), Rot(a 2) = (d,1), Rot(a,3) = (c,2),
Rot(b,3) = (a,1), Rot(b,1) = (d,2), Rot(b,2) = (c,3),
Rot(b,3) = (a,1), Rot(c,1) = (d,3), Rot(c,2) = (a,3),
Rot(c,3) = (b,2), Rot(d,1) = (a,2), Rot(d,2) = (b, 1),
Rot(d,3) = (c,1)

Filip Pigkniewski Ekspandery - teoria i zastosowania



Konstrukcje klasyczne
lloczyn zygzakowy (zig-zag product)
Konstrukcje ekspanderéw

Definicja

Niech G = (V4, E1) bedzie grafem dy-regularnym o n wierzchotkach
a H=(V,, Ey), da-regularnym o dy wierzchotkach. Ustalmy rotacje
Rotg i Roty. Produktem zygzakowym I = G@H nazywamy
d3-regularny graf o ndy wierzchotkach ze zbiorem wierzchotkéw

V = Vi X V. Krawedzie I zdefiniowane sa przez rotacje

ROtr : (V1 X VQ) X ({1, ...,dg} X {1, ...,dQ}) —
— (Vl X V2) X ({1, ey d2} X {1a"'7d2})

okreslona: Rotr((i,c), (k,1)) = ((, d),(m, n)) jesli istnieja
p,q € V, takie, ze:

1. Roty(c, k) = (p,n) 2. Rotg(i,p)=(j,q)

3. Roty(q,l) = (d, m)

Filip Pigkniewski Ekspandery - teoria i zastosowania



Konstrukcje k y

lloczyn zygzakowy (zig—zag product)

Konstrukcje ekspanderéw

Rysunek: Produkt zig zag
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Konstrukcje klasyczne

lloczyn zygzakowy (zig-zag product)

Konstrukcje ekspanderéw

Rysunek: Schemat tworzenia produktu zigzag G@H. Powstaty graf
pomocniczy powstaje po zfozeniu dwéch map rotacji. Sciezka w G@H
istnieje, gdy istnieje trzykrawedziowa $ciezka w grafie pomocniczym
ktérej poczatkowy i konicowy fragment zawiera sie w "matym” grafie.
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Konstrukcje klasyczne

lloczyn zygzakowy (zig-zag product)

Konstrukcje ekspanderéw

Rysunek: Graf pomocniczy po dodaniu wszystkich krawedzi z G@H. W
ostatecznym produkcie trzeba wymazaé pomocnicze krawedzie. Dla
lepszej widocznosci poszczegdlne instancje matego grafu zostaty
pokolorowane.
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Konstrukcje klasyczne

lloczyn zygzakowy (zig-zag product)

Konstrukcje ekspanderéw

Rysunek: Ostateczy produkt zigzag G@H. Dla polepszenia widocznosci
instancje "matego” grafu zostaty lekko rozbite.
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Konstrukcje klasyczne

lloczyn zygzakowy (zig-zag product)

Konstrukcje ekspanderéw

Rysunek: Alternatywne uporzadkowanie dla grafu G@H. Kolory
reprezentuja pochodzenie poszczegdlnych wierzchotkéw.
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Ildczyn zygza oWy (zig—zag product)

Konstrukcje ekspanderéw

Rysunek: Kolejny przyktad - grafy sktadowe Z? oraz ;.
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Konstrukcje klasyczne

lloczyn zygzakowy (zig-zag product)

Konstrukcje ekspanderéw

Rysunek: Graf pomocniczy produktu Z?@) G,
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lloczyn zygzakowy (zig—zag product)

Konstrukcje ekspanderéw
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Rysunek: Fragment ostatecznego produktu Z2@)C,
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Konstrukcje klasyczne

lloczyn zygzakowy (zig-zag product)

Konstrukcje ekspanderéw

Istota produktu zygzakowego jest fakt, ze jesli sktadowe s3
ekspanderami, wynik jest niewiele gorszym ekspanderem. Mozna
zatem wykorzystaé ta operacje do iteracyjnej konstrukcji rodzin
ekspanderéw. Zauwazmy ze:
@ Wynikowy graf "dziedziczy” rozmiar po pierwszej sktadowej
produktu (zazwyczaj duzej)
e Stopien dziedziczony jest po drugiej sktadowej (zazwyczaj
matej)
@ Mozna zatem fatwo produkowaé duze grafy o matym stopniu
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lloczyn zygzakowy (zig-zag product)
Konstrukcje ekspanderéw

Twierdzenie

Niech G bedzie grafem m-regularnym o n wierzchotkach i
parametrze ekspansji o = % = M zas$ H d-regularnym o
m wierzchotkach i parametrze ekspansji 3. Wtedy G@H jest
grafem d?-regularnym o nm wierzchotkach i parametrze ekspansji
(o, B) gdzie funkcja ¢:

@ Jesliao<1liff<ltod(a,B)<1
° ¢((1,,6)§Oé+ﬁ
o ¢(a,f) <1—(1-p%)(1-a)/2
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