FRAKTALE | CHAOS - czyli czemu nie
mozna zmierzyc¢ powierzchni
trawnika?
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Mierzymy trawnik
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* Traktujemy trawnik jako
gtadkg powierzchnie.

* Mierzymy wzdtuz jednego
i drugiego boku.

* Wyniki mnozymy przez
siebie.

* Otrzymujemy np. 100
metrow kwadratowych.

*Odchodzimy zadowoleni z
siebie.

Ale czy to co zmierzylismy to faktycznie powierzchnia trawnika?
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Trawnik nie jest gtadki!

Wrecz przeciwnie, jest niezwykle
porowaty! Musimy zatem wykonac
pomiar jeszcze raz, doktadniej.

e Zatrudniamy kilkunastu BARDZO cierpliwych i
starannych ludzi.

* Dajemy im doktadne linijki, notatniki.

* Kazemy im zmierzy¢ powierzchnie kazdego
zdzbta i kazdego listka.

* Po wielu dniach otrzymujemy wynik,
wielokrotnie wiecej niz poprzednio, na przykiad
1000 metrow kwadratowych.
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Mikroskop elektronowy ujawnia nowy
poziom ztozonosci struktury trawy...
Pojawiajq sie malutkie witoski, pojedyncze
komorki.

Nasz pomiar nadal jest niedoktadny!
Gdybysmy mogli zmierzy¢ powierzchnie

komorek otrzymali bysmy zapewne wynik
rzedu miliondw metrow kwadratowych!

A gdy zblizymy sie do skali pojedynczych atoméw?

Atomy nie majg czegos takiego jak powierzchnia!

P
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Problemy z pomiarami
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Na podobne problemy natrafimy probujac
zmierzyc:

- powierzchnie boczng drzewa
- dtugos¢ linii brzegowej
- dtlugos¢ granicy panstw

i wielu innych...

Dlaczego tak sie dzieje? Czyzby te obiekty
wykazywaty jakis nowy rodzaj ztozonosci?

Czy w matematyce tez istniejg obiekty o
takich wiasnosciach?

Czy np. moze istnie¢ krzywa zawarta w
zbiorze o skonczonej powierzchni ale
nieskonczonej dtugosci?
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Krzywa o nieskonczonej dltugosci??

Spirala skonczona
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Spirala zadana we wspdtrzednych
biegunowych wzorem:

flx)=¢"

dla 0<g<1 ma skonczong dtugosc.

Tymczasem spirala dana wzorem

ma juz dtugosc¢ nieskonczong.

Wygladajg podobnie, ale sq to zupetnie
inne obiekty matematyczne.

Zatem moze istnie¢ krzywa zawarta w

zbiorze o skonczonej powierzchni, ktora
ma nieskonczong dtugosc!
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Krzywa o nieskonczonej dtugosci

Wykonajmy konstrukcje obiektu geometrycznego
wedtug przepisu narysowanego obok.

Jaka bedzie diugosc tej krzywej?

Jesli poczatkowy odcinek miat diugosc 1 to pierwszy
krok konstrukcji ma 4/3.

m W drugim kroku otrzymamy dtugos¢ 4/3 * 4/3
W trzecim odpowiednio 4/3 * 4/3 * 4/3
A ile wyniesie dlugos¢ po nieskonczonej ilosci krokow?

1im(;‘—) —

Ta niezwykta krzywa nosi nazwe krzywej Kocha. Jest
to jeden z najprostszych fraktali.

w5
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Czym jest zatem fraktal? {C%%D
&
&z

Fraktal to zbior, ktorego wymiar fraktalny (Hausdorffa-
Besicovicha) przekracza wymiar topologiczny.

Ale co to znaczy?

Pq
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Czym jest wymiar topologiczny?

* W matematyce pojecie wymiaru wcale nie jest oczywiste!

* Wymiar w intuicyjnym znaczeniu to minimalna liczba niezaleznych
parametrow potrzebnych do opisania jakiegos zbioru.

* Wymiar powinien spetnia¢ pewne zaleznosci 1
(by¢ tak zwanym niezmiennikiem topologicznym). Ut
("{1>

3

Ale jak ocenic ile potrzeba parametrow

do opisania bardzo skomplikowanego zbioru (np. fraktala)
i czy istnieje przeksztatcenie zmieniajgce ten zbior w cos,
czego wymiar potrafimy jednoznacznie okreslic?

To jest niebanalny problem, ktéry zaprzatat glowy matematykoéw
w XX wieku, i nadal jest badany!
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Pojecie to zaproponowat wybitny matematyk Henri Leon Lebesgue na poczatku
XX wieku.

Wymiar pokryciowy zgadza sie z intuicyjnym pojeciem wymiaru.

Matematycznie:

Definicja: Wymiar pokryciowy zwartej przestrzeni metrycznej X to
najmniejsza liczba naturalna n, taka ze istnieje takie pokrycie
przestrzeni X kulami otwartymi dowolnie matej srednicy, by zaden jej
punkt nie nalezat do wiecej niz n+1 kul.
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Wymiar fraktalny

Wymiar fraktalny nie jest juz tak prostym pojeciem.

Znamy rozne sposoby okreslania wymiaru fraktalnego, na
przykfad:

*Wymiar samopodobienstwa
*Wymiar cyrklowy
*Wymiar pudetkowy

o Fraktale i Chaos - Filip Piekniewski 2004 11/56 10:50:49



Wymiar samopodobienstwa

Dla obiektow ktore sq samopodobne

(to znaczy caty obiekt jest podobny m
do swojej wtasciwej czesci w pewnej

skali) wymiar fraktalny przyjmuje

szczegOlnie prostg postac:

Niech a bedzie oznaczato liczbe mniejszych czesci z ktérych zbudowany jest
obiekt.

Niech S oznacza skale podobienstwa obiektu ze swoimi mniejszymi czeSciami.

Wtedy liczbe: i (log(a))

L

nazywamy wymiarem samopodobienstwa.

log

A co jesli obiekt nie jest samopodobny lub podobienstwo nie jest sciste? Czy
mozna mu przypisac jakos wymiar fraktalny?
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Wymiar cyrkiowy

Powiedzmy, ze mamy krzywa na ptaszczyznie, np.
Jest to kontur jakiego$ panstwa na mapie. Chcemy /
oszacowac wymiar fraktalny takiego zbioru. |

* Bierzemy cyrkiel, ustawiamy w nim odlegtos¢ S,

* Przechodzimy cyrklem wzdtuz obiektu i zliczamy ilos¢ krokéw
potrzebnych do petnego obejécia N (s )

* Zmniejszamy rozstawienie cyrklaz s,— S, .,
« Zliczamy iloé¢ krokéw przy nowym rozstawieniu N (s, ;)

Wymiar fraktalny jest w tym przypadku przyblizany (w granicy)
wzorem:

log(N(s,,,))—log(N(s,))
5
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Wymiar pudetkowy

Wyobrazmy sobie ze mamy przestrzeni jakis
nieregularny zbior. Czy mozna mu jakos przypisac
wymiar fraktalny?

* Dzielimy pftaszczyzne za pomoca regularnej siatki o grubosci s,

* Zliczamy w ilu kwadracikach (szescianikach) siatki znajdujg sie elementy
naszego zbioru, otrzymujemy pewng liczbe zalezng od s, nazwijmy jq N( Sn>

e Zmniejszamy grubos¢ siatki S, S,41
* Przyblizenie wymiaru pudetkowego uzyskujemy za pomocg wzoru:

(log(N(an))—log(N(S,,))
1 1_))

n+l
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Przyktadowe wymiary fraktalne

Wymiar fraktalny odcinka wynosi 1. Jest wiec taki sam jak wymiar
topologiczny. Zatem odcinek nie jest fraktalem!

Wymiar samopodobienstwa krzywej Kocha wynosi

g—logld) =10g<4>=1,2619...
ool L] Tog(3)
og

S

Zatem krzywa Kocha jest fraktalem!

Wymiar cyrklowy (jak i pudetkowy) wybrzeza Wielkiej Brytanii
mozna oszacowac w okolicach 1.36. Zatem linia brzegowa
Wielkiej Brytanii jest fraktalem!

Ile wynosi wymiar fraktalny trawnika? Z pewnoscig jest
wiekszy niz wymiar topologiczny trawnika...
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Produkcja fraktali - iteracje

Czy istnieje jakis przepis na tworzenie fraktalnych wzoréw?

Odpowiedz brzmi tak, kluczowe znaczenie ma tu proces zwany iteracja
przeksztatcenia.

Mamy funkcje f, ktéra przeksztatca pewien zbiér sam w siebie. Wezmy
pewien punkt X .

Pierwsza iteracja f na X bedzie punkt f(x)
Drugaq iteracjq f na X bedzie punkt f(f(x))

¥ et (] e = [ (/- (f (X))
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Produkcja fraktali - IFS

IFS - deterministic iterated function system -
deterministyczny system iteracyjny.

IFS - mechanizm pozwalajgcy za pomocg kilku parametréw
(przesuniecie, obrot, skalowanie) i prostych operacji
geometrycznych, tworzy¢ skomplikowane ksztatty fraktali.

Jak to dziata?

* Ustalamy pewien obraz poczgtkowy oraz
parametry przeksztatcenia.

* Obraz jest powielany, oraz deformowany

zgodnie z zadanymi parametrami i zastepowany

powstatym po przeksztatceniu zestawem
obrazow.

* Dla kazdego z nowo powstatych obrazow,
aplikowane jest to samo przeksztatcenie.
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Drzewa i liscie z IFS
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Klasyczne fraktale — zbior Cantora

1

0
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1

Wymiar samopodobienstwa:

log(2)
1Og<3)_0,6309

Wymiar topologiczny: O

Przyktad zbioru nieprzeliczalnego
0 mierze Lebesgue'a rownej 0.

Nazwany zostat na czes¢ Georga
Cantora (1845-1918),
wybitnego matematyka, tworcy
wspotczesnej teorii mnogosci.
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Trojkat Sierpinskiego

Wymiar samopodobienstwa:

X, L)

T

; 10g_<3):1 585
' log(2)

Wymiar topologiczny: 1

Jeden z najbardziej znanych,
klasycznych fraktali,
nazwany na czes¢ wybitnego
polskiego matematyka
Wactawa Sierpinskiego
(1882-1962) ktory go po raz
pierwszy skonstruowat w
1916 r.

-,""Ii',-

&
X A
A4 a4
A A A A
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Wactaw Sierpinski

Wactaw Sierpinski (1882-1969)
urodzony w Warszawie. Wybitny polski
matematyk majacy na swoim koncie
liczne sukcesy w réoznych dziedzinach
matematyki, od teorii liczb do geometrii
fraktalnej. Byt autorem ponad 700 prac
naukowych i 50 ksigzek, z ktorych
spora czesc jest do dzisiaj uznawana za
najlepsze podreczniki.
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Dywan Sierpinskiego

Wymiar
samopodobienstwa:

log(8)
—5°)—1.8928
log(3)

Wymiar topologiczny: 1

Klasyczny bardzo
ciekawy fraktal.
Zauwazmy, iz jego czesc
wspolna z prostg
przechodzqcqg przez jego
srodek jest zbiorem
Cantora.
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Piramida Sierpinskiego
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Wymiar samopodobienstwa:

log(4) _
log(2) 2

Wymiar topologiczny: 1

Jeszcze jeden fraktal
nazwany na czesc¢ polskiego
matematyka. Jest to
przyktad dosc¢ szczegolny -
wymiar fraktalny tego
obiektu jest liczbg catkowitg

(2).
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Czy z funkcji znanych ze szkoty
powstajq fraktale?

Bardzo zaawansowane badania matematyczne
czesto zaczynajg sie niewinnie. Rozwazmy funkcje:

y=ax (1—x) |
Jest to zwykta funkcja kwadratowa znana ze szkoty, 02]
jej wykresem jest parabola (rys). Funkcja ta zwana
jest czasami funkcjg logistyczng. 07 Y 0T ud e oE N 12

Czy na temat tak prostej funkcji mozna jeszcze cos
odkrywczego powiedziec? Mozna, o czym 041
wszystkich przekonat Mitchell J. Feingenbaum.

Jego pomyst byt prosty: zacznijmy funkcje
logistyczng iterowad, i zobaczmy jak w takim
procesie bedg zachowywac sie punkty z odcinka
[0,1]?
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Mitchell J. Feingenbaum

Urodzony w 1944r w Philaldephi, USA.
Jego ojciec (Abraham Joseph
Feigenbaum) byt chemikiem,
wyemigrowat z Warszawy do USA przed
IT wojng Swiatowa.

Dzisiaj Mitchell jest profesorem na
Uniwersytecie Rockefellera w Nowym
Jorku.
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Iterujemy funkcje logistyczna

0.81

a=1 Oznaczmy sobie:
fx)=ax (1-x)
R W Nieskonczony cigg punktow:
§ [xo, f(x0), £ (f (x0)), fLF(f (), ]
*la=2
051 bedziemy nazywac orbita punktu x0.
0] Czy to jak wyglada orbita zalezy jakos
. od parametru a ?
1_ 0.2 0.4 0B 0.8 1 § a _ 4
05 a=3 0.89
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0.6

0.4

0z

Diagram stanow ustalonych

-
] Kaskada
| podwajania
- L
- okresu
0.6 Obszar
stabilny

I 0

0z 0.4 06 0s 1
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Liczby zespolone

Aby poznac nature najstawniejszych fraktali, zbioréw Julii i wreszcie zbioru
Mandelbrota, trzeba orientowac sie w liczbach zespolonych.

* Liczby zespolone to punkty ptaszczyzny, czyli

- Im(z) = b - Imaginative
wektory zaczepione w zerze.

Czes¢ urojona

* Wektory te majg dwie wspotrzedne, typowa liczba
zespolona jest postaci z=[a,b]

* Liczby zespolone dodajemy jak zwykte wektory

* Liczby zespolone mnozymy wedtug przepisu:

[a,b]*[c,d] = [a*c - b*d, a*d + b*c] Re(z) = a - Real
CzescC rzeczywista

* Liczbe zespolong postaci [a,0] traktujemy jak liczbe
rzeczywistg a.

* Dlugos¢ wektora z nazywamy modutem liczby
zespolonej z i oznaczamy |z].
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Dlaczego liczby zespolone?

Zalety, czyli dlaczego matematycy lubig liczby zespolone:

* Uogdlnienie liczb rzeczywistych

* Niezwykte bogactwo wiasnosci i zaleznosci, niezwykle silne twierdzenia
wyjasniajgce takze dziwne tajemnice liczb rzeczywistych.

Wady, czyli dlaczego liczby zespolone wydajq sie na poczatku strasznie
nienaturalne i “"urojone” :

* Brak liniowego porzadku - liczb zespolonych nie da sie ze sobg poréwnywac
relacjami mniejszosci-wiekszosci (jedynie co do modutu)

* W liczbach zespolonych istnieje element ktory podniesiony do kwadratu daje -1.
Pojecie pierwiastka arytmetycznego przestaje by¢ uzyteczne, na jego miejsce
wprowadza sie bardziej skomplikowane pojecie pierwiastka algebraicznego

* Nie ma plus ani minus nieskonczonosci, jest po prostu nieskonczonosc
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Rozwazmy funkcje:

2
=z +C

f(z)

tyle, ze tym razem z przebiega po liczbach zespolonych zas c jest zespolonym
parametrem. Wfasnosciami tego przeksztatcenia zajmowat sie w latach 30 XX

wieku Gaston Julia.

Jak rozumiec¢ funkcje okreslong na liczbach zespolonych o wartosciach

zespolonych? Jest to po prostu funkcja wektorowa przeksztatcajgca ptaszczyzne:
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Gaston Maurice Julia

Gaston Maurice Julia (1893-1978) -
Francuski matematyk (urodzony w
Algierii), badat uktady dynamiczne, w
szczegolnosci iteracje funkcii
kwadratowej na ptaszczyznie
zespolonej.

W czasie pierwszej wojny swiatowej
zostat ranny w twarz, od tego czasu
nosit maske zakrywajqcq nos.
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Zbiory Julii

Sposdb postepowania:
* Ustalamy parametr zespolony c.
* Iterujemy funkcje

f(z)=2"+c

dla wszystkich wartosci zespolonych z w pewnym przedziale.

* Sprawdzamy czy orbita kolejnej liczby zespolonej jest nieograniczona
(ucieka do nieskonczonosci), jesli tak przypisujemy te liczbe do zbioru
uciekinieréw U.

* Jesli orbita jest ograniczona, dopisujemy te liczbe do zbioru wiezniow W.
Reasumujqc, rozcinamy ptaszczyzne zespolong na dwa zbiory:

* U - uciekinierow,

* W - wiezniow.

Kazda liczba zespolona nalezy do jednego z tych zbiorow.

*Jak wyglada granica miedzy zbiorem uciekinierow a zbiorem wiezniow?
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Zbiory Julii

1111001001

c=-0.7-0.3%i =

0‘ Fraktale i Chaos - Filip Piekniewski 2004 35/56 10:51:45



Zbiory Julii

c=0.32-0.052*j
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Zbiory Julii

1111001001

c=-0.86-0.22%j
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Spojnosc¢ zbiorow Julii

Kiedy zbior Julii skfada sie z jednego kawatka?
Matematycznie : Kiedy zbidr Julii jest spojny?

Zbior spojny : “Istnieje famana, zawarta catkowicie w w tym zbiorze,
tgczgca dowolne dwa jego punkty”.

Przyktad 1. Zbior niespojny: Przykiad 3. Zbior catkowicie

‘ niespojny - pojedyncze punkty

Przykiad 2. Zbiér spoéjny:
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Dychotomia zbiorow Julii

Nietrudno zauwazyc¢, iz dla pewnych parametréw zespolonych c
odpowiadajacy mu zbior Julii jest spdjny, a dla pewnych nie.

Catkowicie niespojny zbior Spojny zbidr Julii
Julii c=0.45 - 0.31%*j c=-0.82 - 0.1%j

r P
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Zbior M

Benoit B. Mandelbrot zadat sobie pytanie “Jak wyglada zbidr tych
parametrow c dla ktérych odpowiedni zbidér Julii jest spojny?” pod koniec
lat 70 XX wieku.

Z pomocg przyszta grafika komputerowa, w roku 1979 uzyskano pierwsze
szkice tego zbioru uzyskane w niskiej rozdzielczosci i drukowane na

drukarce igtowej...

Jest to chyba najstawniejszy, ale i najbardziej tajemniczy fraktal.
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Benoit B. Mandelbrot

Urodzony w Warszawie w 1924 roku w
rodzinie o tradycjach akademickich. W
1936 cata rodzina wyemigrowata do
Francji, gdzie Benoit rozpoczat edukacje
matematycznaq.

Dzisiaj jest profesorem na Wydziale
Matematyki Uniwersytetu Yale w USA.
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Tajemnice zbioru M

Y
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Tajemnice zbioru M

Y
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Zbiér M nazywany jest
czesto :

miejscem
geometrycznym
bifurkacji funkcji

f(z)=22+c
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Zbior M jest nie tylko
samopodobny, ale lokalnie jest
podobny do odpowiedniego
zbioru Julii!

To niezwykty rezultat
dowiedziony niedawno przez
chinskiego matematyka Tan Lei.
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Zbior M jako mapa zbiorow Julii
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Kwaterniony Hamiltona

Liczby zespolone mozna rozszerzy¢ do 4 wymiarowej struktury
algebraicznej zwanej kwaternionami.

* Rachunki na kwaternionach sg dos¢ skomplikowane, w dodatku
mnozenie kwaterniondw nie jest przemienne!

* Mozna tworzy¢ 4 wymiarowe zbiory Julii wedtug tego samego przepisu co
w liczbach zespolonych.

* Takie 4 wymiarowe fraktale nastepnie rzutuje sie na przestrzen 3
wymiarowq, aby uzyskac obrazy.
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Kwaternionowe zbiory Julii
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Kwaternionowe zbiory Julii
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Inne fraktale i1 dziwne atraktory

Swiat matematyki zna juz mndstwo fraktali. Niektdre z nich sg
pochodzenia fizycznego:

* Atraktor Lorenza to zbior niezmienniczy przeksztatcenia danego
uktadem réwnan rézniczkowych:

Pochodzi z rownan konwekciji, ktére wykorzystuje sie przy przewidywaniu
pogody.

Na rysunki obok - trajektorie
w atraktorze Lorenza dla
s=10, b=8/3, r=35
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Atraktor Lorenza
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Eksperyment z wahadiem

Wyobrazmy sobie stalowe wahadto
zawieszone nad 3 magnesami i
przyciggane przez nie.

Puszczajgc wahadto z jakiegos punktu
startowego w koncu zatrzyma sie przy
jednym z magnesow. Przy ktorym?

R 1 1 I 1 1
Rl -1 -0.58 0 0.5 1 1.5
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Baseny atrakcji dla magnesow

Ruch wahadta jest opisany ukfad réwnan
rézniczkowych:

x,—x(t)

a x(1) | p.0x(1) +C~x(t)=i
or ot = (x=x ()] + (= (0] +d)

2 ’ 'y<t)_z
ot ot = (V=) + oy (O +d)

3

Po wykonaniu symulacji (wymagajacej
mnostwa obliczen) otrzymamy obraz
podobny do tego obok.

Tak zwane Baseny przyciggania dla
poszczegolnych magneséw okazujg sie miec
nature fraktalna.
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Zastosowanie fraktali

(S
(2)
&7

* [informatyka] - grafika komputerowa - generowanie =

sztucznych krajobrazow i roslin

* [biologia] - Zastosowanie do klasyfikacji roslin (wymiary
fraktalne lisci)

* [informatyka] - Zastosowania w analizie tekstur,
dekompozycja obrazu na podstawie lokalnego wymiaru
fraktalnego

* [informatyka] - Kompresja fraktalna obrazu (znajdowanie
IFS dla zadanego prototypu)

* [psychologia] - Generowanie obrazow nie powodujacych
zadnych skojarzen

* Wiele innych...
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Fraktalne krajobrazy

Ktdre z nich sg sztuczne a ktore
prawdziwe?
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Koniec

Y

Pytania ?

http://www.mat.uni.torun.pl/~philip/festiwal.pdf
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