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Zatézmy, ze mamy 1000 zt. Deponujemy pieniagdze w banku, ktéry
oferuje oprocentowanie roczne 10% a kapitalizuje odsetki dwa razy
w roku. lle otrzymamy odsetek?

2
1000zt- (1 + 01) . <1 + 021> = 1000zt- (1 + 021) = 1102, 50zt

2
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Zatézmy, ze mamy 1000 zt. Deponujemy pieniagdze w banku, ktéry
oferuje oprocentowanie roczne 10% a kapitalizuje odsetki dwa razy
w roku. lle otrzymamy odsetek?

2
1000zt- (1 + 021> . <1 + 021> = 1000zt- (1 + 021) = 1102, 50zt

Inny bank oferuje takze 10% rocznie ale kapitalizuje 12 razy:

0.1\ 12
1000zt - (1 + 12) = 1104, 71zt

Zatem 2,21zt do przodu.
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Po dtugich poszukiwaniach znajdujemy bank ktéry daje 10% ale
kapitalizuje codziennie (365 razy w roku)!

0136
1 b1+ — = 1105, 16zt
000z ( +365> 05, 16z

Zatem zyskujemy 2,66zt w stosunku do pierwszego banku i 45gr w
stosunku do drugiego banku.

Czy zatem bank ktéry bedzie stale kapitalizowat odsetki (np. kilka
razy na sekunde) zaptaci nam jeszcze wiecej? A jedli tak, to jak
duzego zysku mozemy sie spodziewac?
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Aby odpowiedzie¢ na pytanie dotyczace bankéw zajmijmy sie na jakis
czas liczbami:

1\? 1\3
1+-) =22 1+>) =23704
( +2> > ( +3>
1\* 1\°
<1+4> — 24414 <1+5> — 2.4883

1\ 6 1\2°
1+- | =2521 1+ — = 2.6658
(1+3) —2sms (143

Wszystkie sa elementami ciagu

(1+3)

Jakie wtasnosci ma ten ciag?
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Twierdzenie

Ciag ap = (1 + %)n jest rosnacy.

DowdD.
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Twierdzenie

Ciag ap = (1 + %)n jest rosnacy.

DowdD.

Filip Pigkniewski, WMil UMK Toruf

UKM 5/31




DowOD. Analogicznie

1 n+1
= 1 =
dn+1 < + n+ 1>
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(n+1).2( 1 \" (n+1)t/ 1 \""
L (n+1> +(n+1)!<n+1> N
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1 \° 1 \Y (n+n/ 1\
:1<n+1> +(’H_l)<n+1> LT (n—l—l) T
(n+1).2( 1 \" (n+1)t/ 1 \""
L (n+1> +(n+1)! <n+1> N
: (1_ni1)---(1_21%)

nl

1—
=14 14—y +

(1 T nJlrl) (1 B n—?—l
(n+1)!

_|_
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DowOD. Mamy zatem
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DowOD. Mamy zatem
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(=Y. (-l (2. (1=
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(-1 (-2 _ (-5 (113
= I
i (1 - nJlrl) n (1 B nil)
0< (n+1)!

ostatecznie

an < an+1
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Twierdzenie

Ciag a, = (1 T %)n jest ograniczony z gory przez 3.

DowOD.
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Twierdzenie

Ciag a, = (1 T %)n jest ograniczony z gory przez 3.

DowOD.

n
an:<1+1> =
n
-1 3o

ol + .+ o

—1+1+
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Twierdzenie

Ciag a, = (1 T %)n jest ograniczony z gory przez 3.

DowOD.

1 n
an:<1+n> =
1-1 (1-1).. (1—=1)
n n n
o T n! S
1 1 1
Sl+lt+ Sttt <

—1+1+
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Twierdzenie

Ciag a, = (1 T %)n jest ograniczony z gory przez 3.

DowdD.
1 n
an:<1+> =
n
_1 1 _ n—1
:1+1+1 ”+...+(1 ) - (1 ")g
21 nl
1 1
1+1+1+3|+ +—
1 1=
2 22 2n— _1+1—(%)<
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Twierdzenie

Ciag a, = (1 T %)n jest ograniczony z gory przez 3.
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Twierdzenie

Ciag a, = (1 + %)n Jest zbiezny (posiada granice)

DowOD. Kolejne elementy ciagu rosna, jednak zaden nigdy nie prze-
kroczy 3. Zatem istnieje pewna liczba g < 3 (granica), przy ktérej
nieskonczenie wiele elementéw ciggu musi sie skupiac. |
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Twierdzenie

Ciag a, = (1 + %)n Jest zbiezny (posiada granice)

DowOD. Kolejne elementy ciagu rosna, jednak zaden nigdy nie prze-
kroczy 3. Zatem istnieje pewna liczba g < 3 (granica), przy ktérej
nieskonczenie wiele elementéw ciggu musi sie skupiac. |

Zdefiniujmy zatem liczbe e jako granice tego ciagu

1 n
e= lim <1 + )
n—o00 n

Z obliczen na komputerze wynika, ze e ~ 2.7183.... Liczbe e czasem
nazywa sie liczbg Napera.
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Potegi liczby e

Zobaczmy jak oblicza¢ potegi liczby e. Na przyktad, ile to jest w
przyblizeniu e ? Wiemy, ze dla duzych n

1 n
e%(l—i—)
n
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Potegi liczby e

Zobaczmy jak oblicza¢ potegi liczby e. Na przyktad, ile to jest w
przyblizeniu e ? Wiemy, ze dla duzych n

1 n
e%(l—i—)
n

wezmy np. n=1000. Zatem

5
1 1000 5 5000 5 1000
(14— =(1+—= ~(1+——
y (( * 1000 * 5000 * 1000
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Funkcja e*

Popatrzmy na pewne wyliczenia, szczegdlng uwage kierujac na wspét-
czynniki przed x*

xX\5 _ 155-1) , 155—1)(5—2) 4

1505 1)(5—2)(5—3)X4+ 1505 1)(5—2)(5—3)(5—4)X5 _

41 54 5! 55

120, 160 ; 1120, 1120 4

=1
X 2125 31125 41 625 51 3125
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Funkcja e*

Popatrzmy na pewne wyliczenia, szczegdlng uwage kierujac na wspét-
czynniki przed x*

x\5 155-1) , 155—-1)(5—2) 4

1505 1)(5—2)(5—3)X4+ 1505 1)(5—2)(5—3)(5—4)X5 _

41 54 5! 55

i 120, 160 5, 1120, 1120 ,
= ——Xt =X+ X"+ =
X7 2105 31125 41625 513125
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Funkcja e*

Popatrzmy na pewne wyliczenia, szczegblng uwage kierujac na wspét-
czynniki przed x*

10 110(10—1) , 110(10—1)(10—2) ,
<1+10) SlExd o T Xt 103 X

Loy 190 5 1720 5 15040 , 130240 ,
= —— ——X — X
21100 ' 311000° ' 4110000 ' 51100000

1 151200 N 1 604800 N 1 1814400 8
611000000 ' 7! 10000000 81100000000
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Funkcja e*

Popatrzmy na pewne wyliczenia, szczegblng uwage kierujac na wspét-
czynniki przed x*

10 110(10—1) , 110(10—1)(10—2) ,
<1+10) SlExd o T Xt 103 X

Loy 190 5 1720 5 15040 , 130240 ,
= — ——X — X
21100 ' 311000° ' 4110000° ' 51100000

1 151200 N 1 604300 N 1 1814400 8
611000000 T 7110000000 81100000000

Filip Pigkniewski, WMil UMK Torun UKM 12/31



Funkcja e*

Popatrzmy na pewne wyliczenia, szczegblng uwage kierujac na wspét-
czynniki przed x*

 \ 100 1100(100—1) , 1 100(100 — 1)(100—2) 4
14 X )" 2 1100(100—1) , 1
( + 100) Xt 1002 < T3 1003 x

1 1 1 1
=1+x+ j0.99x2 + a0.9702x3 + 50.94109x4 + a0.90345x5+

1

+6!

1 1
0.85828x5 + ﬁ0.80678x7 + g0.75031x8 + ...
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1 1 1 1
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Funkcja e*

Popatrzmy na pewne wyliczenia, szczegblng uwage kierujac na wspét-
czynniki przed x*
X 1000 1 1000(1000—1) ,
1 —) =1 -~
(1 2000 X T 10002
1 s 1 3 1 s 1 5
=1+x+ 50.999x + 50.997x + EO.994X + aO.QQx +

1
6!

1

8
8!0.972x + ...

1
+ =0.985x% + ﬁ0.979x7 +
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Funkcja e*

Popatrzmy na pewne wyliczenia, szczegblng uwage kierujac na wspét-
czynniki przed x*
X 1000 1 1000(1000—1) ,
1 —) =1 -~
(1 2000 X T 10002

B 1 , 1 ;1 s 1 5
= L x+ 5;0.9995% + 2709973 + 10.994x* + 0.99x°+

1 6 1 ;o1 g
+ 570-985x° + —0.970x" + £0.972x° + ...
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Funkcja e*

Rozwijajac kolejne wartosci X ~ (1 + %)n ze wzoru dwumianowego
Newtona dochodzimy do ciekawej réwnosci

x2 x> Xt X

_1 X
to T T T et
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Funkcja e*

Rozwijajac kolejne wartosci X ~ (1 + %)n ze wzoru dwumianowego
Newtona dochodzimy do ciekawej réwnosci

x2 x> Xt X

_1 X
to T T T et

W szczegdlnosci:
1 1 1 1

1
e=l+qt+otgtats

3! e

Pozwala to pozna¢ nowe wtasnosci liczby e.
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Funkcja e*

Twierdzenie
Liczba e jest niewymierna.

DOWOD. Przez sprzeczno$é. Zatézmy, ze e = g. Bez starty ogdlno-
$ci mozemy zatozy¢, ze g = k! dla pewnego k. Mamy

1 1
7 + ot

1
TR TREUES]

1+1+1+1+1+
e =
1! 3! 5!
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Funkcja e*

Twierdzenie
Liczba e jest niewymierna.

DOWOD. Przez sprzeczno$é. Zatézmy, ze e = g. Bez starty ogdlno-
$ci mozemy zatozy¢, ze g = k! dla pewnego k. Mamy

1 1
7 + ot

1
TR T

1 1
R

111
e——i-l—l- +3

1!

Pierwszych k + 1 wyrazéw mozemy sprowadzi¢ do wspdlnego mia-
nownika k! = ¢q

(...)Jr 1 1 (...)
Tkl (k1) (k42 T k!
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Twierdzenie
Liczba e jest niewymierna.
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$ci mozemy zatozy¢, ze g = k! dla pewnego k. Mamy

1 1
7 + ot

1
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1+1+1+1+1+
e =
1! 3! 5!

Pierwszych k + 1 wyrazéw mozemy sprowadzi¢ do wspdlnego mia-
nownika k! = ¢q

(...) 1 1 (...)

CC T T Tk T T T e
Jednak Skoroeng%Z%—Fcto oznacza, ze ¢ > %
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Funkcja e*

Twierdzenie
Liczba e jest niewymierna.

DOWOD. Przez sprzeczno$é. Zatézmy, ze e = g. Bez starty ogdlno-
$ci mozemy zatozy¢, ze g = k! dla pewnego k. Mamy

1 1
7 + ot

1
TR TREUES]

1+1+1+1+1+
e =
1! 3! 5!

Pierwszych k + 1 wyrazéw mozemy sprowadzi¢ do wspdlnego mia-
nownika k! = ¢q

CC T T Tk T T T e
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Funkcja e*

DowOD. Mamy jednak

o 1 1 -
Crn Tyl Tk T T
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Funkcja e*

DowOD. Mamy jednak

o 1 1 -
Crn Tyl Tk T T

1 1 1 1
:k!(/<+1+ kTDk+2) Tt Dkr2)(k+3) *) S
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Funkcja e*

DowOD. Mamy jednak

1 1 1
Tkt Tkt T k+3)

!Jr...:

1 1 1 1
:k!(/<+1+ kTDk+2) Tt Dkr2)(k+3) *) S

<1< . + L + ! +)—
Skl \(k+1)  (k+1)2  (k4+1)3 )
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Funkcja e*

DowOD. Mamy jednak

1 1 1
Skt Tkt Ty T T
1( 1 1 N 1 N ><
k' \ k+1 (k+1)(k+2) (k+1)(k+2)(k+3) )
<1< 1 L S ):
=kl (k+1) (k+1)2 " (k+1)3 7
1 1 1 1 1 (k41 1
K\k+1\1- 2 :k!<k+1<k>>:k-k!
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Funkcja e*

P S
O k2 (k+3)

1

+

( L . L + ! + ><

k+1 (k+1)(k+2) (k+1)(k+2)(k+3) )
1 1 1

<(k+1)+(k+1)2+(k+1)3+"'):

1 1 1/ 1 (k+1)) 1

k+1\1- 4 _k!<k+1<k>>_k-k!
<

sprzecznosc z za’rozenlem ze e Jest Wymlernel
|
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Funkcja e*

Powtorka

@ Liczba e jest granica ciagu (1 + %)n Ciag ten jest zbiezny,
gdyz jest rosnacy i ograniczony z gory.
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o Potegi e* sg granicami nieco zmodyfikowanego ciggu (1 + %)n
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Funkcja e*

Powtorka

@ Liczba e jest granica ciagu (1 + %)n Ciag ten jest zbiezny,
gdyz jest rosnacy i ograniczony z gory.
o Potegi e* sg granicami nieco zmodyfikowanego ciggu (1 + %)n

@ Wykorzystujac dwumian Newtona otrzymujemy, ze

X X2 X3 X4 X5

=1+ttt

o W szczegdlnosci

U S S B
e=l+totgtaytet

Co mozna wykorzysta¢ aby udowodnié, ze e jest liczba
niewymierna.
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Funkcja e*

| | | | | |
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Rysunek: Kolejne wielomianowe przyblizenia funkcji wyktadniczej e* oraz
wykres jej samej.
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Liczby zespolone i wzér Eulera

Liczby zespolone - szybki kurs

o Wszyscy wiemy, ze réwnanie x°> = —1 nie ma rozwigzah wéréd

liczb rzeczywistych.
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Liczby zespolone i wzér Eulera

Liczby zespolone - szybki kurs

2:

@ Wszyscy wiemy, ze réwnanie x —1 nie ma rozwigzan wsréd

liczb rzeczywistych.
@ Podobnie réwnanie x> = 2 nie ma rozwiazania wéréd liczb
wymiernych
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Liczby zespolone i wzér Eulera

Liczby zespolone - szybki kurs

o Wszyscy wiemy, ze réwnanie x°> = —1 nie ma rozwigzah wéréd
liczb rzeczywistych.

@ Podobnie réwnanie x> = 2 nie ma rozwiazania wéréd liczb
wymiernych

@ W drugim przypadku jednak uznajemy za sensowne
uzupetnienie liczb wymiernych o element /2, ktéry jest
rozwigzaniem réwnania. Zasadniczo nie przeszkadza nam, ze
owej liczby nie da sie nawet zapisa¢ w formacie dziesietnym -
potrzeba nieskonczenie wiele miejsc!
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Liczby zespolone i wzér Eulera

Liczby zespolone - szybki kurs

o Wszyscy wiemy, ze réwnanie x°> = —1 nie ma rozwigzah wéréd

liczb rzeczywistych.

@ Podobnie réwnanie x> = 2 nie ma rozwiazania wéréd liczb
wymiernych

@ W drugim przypadku jednak uznajemy za sensowne
uzupetnienie liczb wymiernych o element /2, ktéry jest
rozwigzaniem réwnania. Zasadniczo nie przeszkadza nam, ze
owej liczby nie da sie nawet zapisa¢ w formacie dziesietnym -
potrzeba nieskonczenie wiele miejsc!

@ Moze zatem da sie uzupetnié liczby rzeczywiste o element
/=17 Co prawda nie umiemy go wyrazi¢ za pomoca liczb
rzeczywistych, ale wiadomo jak ten dziwny element ma sie
zachowywa¢ w przeksztatceniach!
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Liczby zespolone i wzér Eulera

Liczby zespolone - szybki kurs

e Do swobodnego operowania v/2 wystarczy nam jedynie

wiedza, iz
(vV2)? =2
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Liczby zespolone i wzér Eulera

Liczby zespolone - szybki kurs

e Do swobodnego operowania v/2 wystarczy nam jedynie

wiedza, iz
(vV2)? =2

@ Oczywiscie analogicznie:

(V-1)?=-1
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Liczby zespolone i wzér Eulera

Liczby zespolone - szybki kurs

e Do swobodnego operowania v/2 wystarczy nam jedynie

wiedza, iz
(vV2)? =2

@ Oczywiscie analogicznie:
(V=1)*=-1

@ Okazuje sie, ze v/—1 nie jest wcale bardziej tajemniczy niz
V2. Tego pierwszego nie znajdziemy wéréd liczb
rzeczywistych, tego drugiego wsrdéd wymiernych. Jedyna
réznica ktéra powoduje, ze v/2 jest nam tatwiej zaakceptowaé,
to fakt iz mozna go przyblizac¢ liczbami wymiernymi.
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Liczby zespolone i wzér Eulera

Liczby zespolone - szybki kurs

o Wiemy, ze 1.4141 < V2 < 1.4143, gdzie jednak szuka¢ v/—1 7
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Liczby zespolone i wzér Eulera

Liczby zespolone - szybki kurs

o Wiemy, ze 1.4141 < V2 < 1.4143, gdzie jednak szuka¢ v/—1 7

@ Moze zamiast szukaé tej magicznej liczby wzdtuz osi
rzeczywistej, poszukaé jej w poprzek?
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Liczby zespolone - szybki kurs

o Wiemy, ze 1.4141 < V2 < 1.4143, gdzie jednak szuka¢ v/—1 7
@ Moze zamiast szukaé tej magicznej liczby wzdtuz osi
rzeczywistej, poszukaé jej w poprzek?

e Faktycznie wygodnie jest przyjaé, ze v/—1 wyznacza nowy,
prostopadty kierunek do osi rzeczywiste;.
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Liczby zespolone i wzér Eulera

Liczby zespolone - szybki kurs

o Wiemy, ze 1.4141 < V2 < 1.4143, gdzie jednak szuka¢ v/—1 7

Moze zamiast szuka¢ tej magicznej liczby wzdtuz osi
rzeczywistej, poszukaé jej w poprzek?

Faktycznie wygodnie jest przyjaé, ze v/—1 wyznacza nowy,
prostopadty kierunek do osi rzeczywiste;.

Zatem rozszerzenie liczb rzeczywistych o v/—1 przeksztatca 0$
rzeczywista w ptaszczyzne zespolong
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Liczby zespolone i wzér Eulera

Liczby zespolone - szybki kurs

o Wiemy, ze 1.4141 < V2 < 1.4143, gdzie jednak szukaé V—17?

@ Moze zamiast szukaé tej magicznej liczby wzdtuz osi
rzeczywistej, poszukaé jej w poprzek?

e Faktycznie wygodnie jest przyjaé, ze v/—1 wyznacza nowy,
prostopadty kierunek do osi rzeczywiste;.

@ Zatem rozszerzenie liczb rzeczywistych o v/—1 przeksztatca oé
rzeczywista w ptaszczyzne zespolong

e Dla wygody zwykto sie oznacza¢ i = v/—1. Nazywamy te
liczbe jednoscia urojong.

Filip Pigkniewski, WMil UMK Torun UKM 22/31



Liczby zespolone i wzér Eulera

Liczby zespolone - szybki kurs

o Wiemy, ze 1.4141 < V2 < 1.4143, gdzie jednak szukaé V—17?

@ Moze zamiast szukaé tej magicznej liczby wzdtuz osi
rzeczywistej, poszukaé jej w poprzek?

e Faktycznie wygodnie jest przyjaé, ze v/—1 wyznacza nowy,
prostopadty kierunek do osi rzeczywiste;.

@ Zatem rozszerzenie liczb rzeczywistych o v/—1 przeksztatca o
rzeczywista w ptaszczyzne zespolona

@ Dla wygody zwykto sie oznaczaé¢ i = v/—1. Nazywamy te
liczbe jednoscia urojong.

@ Liczby postaci a + bi gdzie a, b € R nazywamy zespolonymi.
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Liczby zespolone i wzér Eulera

Liczby zespolone - szybki kurs

Zobaczmy w jaki sposéb wykonywaé operacje na liczbach zespolo-
nych.
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Liczby zespolone i wzér Eulera

Liczby zespolone - szybki kurs

Zobaczmy w jaki sposéb wykonywaé operacje na liczbach zespolo-
nych.
Dodawanie:

(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i
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Liczby zespolone i wzér Eulera

Liczby zespolone - szybki kurs

Zobaczmy w jaki sposéb wykonywaé operacje na liczbach zespolo-
nych.
Dodawanie:

(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i
mnozenie:

(a+ bi) - (c + di) = ac + adi + bic + bdi* =
= ac+ (ad + bc)i — bd = (ac — bd) + (ad + bc)i
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Liczby zespolone i wzér Eulera

Liczby zespolone - szybki kurs

Zobaczmy w jaki sposéb wykonywaé operacje na liczbach zespolo-
nych.
Dodawanie:

(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i
mnozenie:

(a+ bi) - (c 4 di) = ac + adi + bic + bdi* =
= ac+ (ad + bc)i — bd = (ac — bd) + (ad + bc)i
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Liczby zespolone i wzér Eulera

Liczby zespolone - szybki kurs

Zobaczmy w jaki sposéb wykonywaé operacje na liczbach zespolo-
nych.
Dodawanie:

(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i
mnozenie:

(a+ bi) - (c + di) = ac + adi + bic + bdi* =
= ac+ (ad + bc)i — bd = (ac — bd) + (ad + bc)i

Sprébujmy zatem obliczy¢ ile dla poszczegdlnych n € N wynosi
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Liczby zespolone i wzér Eulera
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Rysunek: Potegowanie liczby (14 Z) (interpretacja geometryczna)
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Liczby zespolone i wzér Eulera
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Rysunek: Potegowanie liczby (14 Z) (interpretacja geometryczna)
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Liczby zespolone i wzér Eulera

05 \ \ \ \ \ \
2 -15 -1 0.5 0 05 1 15 2

Rysunek: Kolejne przyblizenia wartosci e ~ (1 + Z)" dla
n=6,10, 20,100, 200
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Liczby zespolone i wzér Eulera
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Rysunek: Kolejne przyblizenia wartosci e ~ (1 + Z)" dla
n=6,10, 20,100, 200
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Liczby zespolone i wzér Eulera

Wzér Eulera

Zatem pokazalismy, ze
im\"
lim (1 + > =e"=-1
n—o00 n

e +1=0

albo inaczej:

Wzér taczacy ze soba wszystkie cztery podstawowe state matema-
tyczne (1,0, e, t) w eleganckim i gtebokim zwiazku! Wzér ten, zwa-
ny wzorem Eulera uwazany jest za jeden z najbardziej eleganckich i
gtebokich wynikéw w matematyce.
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Podsumowanie

Powréémy zatem do pytania, ile moze wyptaci¢ bank kapitalizujacy
ciagle odsetki z 1000zt? Przy zatozeniu, ze stopa roczna wynosi 10%
mamy

0.1)\"
1000zt- |i_>m <1 + n> — 1000zt-e%1 = 1000z+-1.105170918075648

Zatem mamy szanse na 1105,17zt. Zatem zyskamy zaledwie 1gr w
stosunku do kapitalizacji dziennej i 46gr w stosunku do kapitalizacji
miesiecznej...
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Podsumowanie

Podsumowanie

@ Liczba e pojawia sie przy prostym przejsciu granicznym,
zwigzanym np. z zagadnieniem ciagtej kapitalizacji odsetek
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Podsumowanie

Podsumowanie

@ Liczba e pojawia sie przy prostym przejsciu granicznym,
zwigzanym np. z zagadnieniem ciagtej kapitalizacji odsetek

@ Na pierwszy rzut oka moze nie ma w tej liczbie nic
szczegblnego, ale przy gtebszej analizie okazuje sie to prawie
najwazniejsza liczba w matematyce!
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Podsumowanie

@ Liczba e pojawia sie przy prostym przejsciu granicznym,
zwigzanym np. z zagadnieniem ciagtej kapitalizacji odsetek

@ Na pierwszy rzut oka moze nie ma w tej liczbie nic
szczegblnego, ale przy gtebszej analizie okazuje sie to prawie
najwazniejsza liczba w matematyce!

e tatwo pokazad, iz jest to liczba niewymierna...
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Podsumowanie

Podsumowanie

@ Liczba e pojawia sie przy prostym przejsciu granicznym,
zwigzanym np. z zagadnieniem ciagtej kapitalizacji odsetek

@ Na pierwszy rzut oka moze nie ma w tej liczbie nic
szczegblnego, ale przy gtebszej analizie okazuje sie to prawie
najwazniejsza liczba w matematyce!

e tatwo pokazad, iz jest to liczba niewymierna...

@ Korzystajac z definicji e i prostych wtasnosci liczb zespolonych
mozna udowodni¢ najtadniejszy wzér matematyki!
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Podsumowanie

Podsumowanie

@ Liczba e pojawia sie przy prostym przejsciu granicznym,
zwigzanym np. z zagadnieniem ciagtej kapitalizacji odsetek

@ Na pierwszy rzut oka moze nie ma w tej liczbie nic
szczegblnego, ale przy gtebszej analizie okazuje sie to prawie
najwazniejsza liczba w matematyce!

e tatwo pokazad, iz jest to liczba niewymierna...

@ Korzystajac z definicji e i prostych wtasnosci liczb zespolonych
mozna udowodni¢ najtadniejszy wzér matematyki!

@ Jednak to tylko wierzchotek géry lodowej. Liczba e pojawia sie
w miejscach gdzie nikt by sie jej nie spodziewat i przeplata
eleganckimi zalezno$ciami przez cata matematyke.
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Podsumowanie

Rysunek: Krzywa Gaussa takze zdefiniowana jest z wykorzystaniem liczby e...
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Podsumowanie

/Zadania

@ Zapisz w postaci a®: %, 16 VA2
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Podsumowanie

/Zadania

@ Zapisz w postaci a®: 64 16\/

@ Pokaz, ze dla kazdego x € R zachodzi nieréwnos¢ e* > 1 + x
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Podsumowanie

/Zadania

@ Zapisz w postaci a®: 64 16\/

@ Pokaz, ze dla kazdego x € R zachodzi nieréwnos¢ e* > 1 + x

© Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej a > 0 istnieje liczba
rzeczywista ¢ taka, ze dla kazdego x € R zachodzi réwnos¢

aX — eCX
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/Zadania

Podsumowanie

Zapisz w postaci aP: 64 16\/

Pokaz, ze dla kazdego x € R zachodzi nieréwnos¢ e* > 1 + x

Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej a > 0 istnieje liczba
rzeczywista ¢ taka, ze dla kazdego x € R zachodzi réwnos¢

X

¥ =e

Wykorzystaj konstrukcje geometryczng z prezentacji aby
pokaza¢, ze e/* = cos(a) + isin(«) (gdzie 2 = —1)
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Podsumowanie

Zapisz w postaci aP: 64 16\/

Pokaz, ze dla kazdego x € R zachodzi nieréwnos¢ e* > 1 + x
Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej a > 0 istnieje liczba
rzeczywista ¢ taka, ze dla kazdego x € R zachodzi réwnos¢
aX — eCX

Wykorzystaj konstrukcje geometryczng z prezentacji aby
pokaza¢, ze e/* = cos(a) + isin(«) (gdzie 2 = —1)
Uzasadnij, ze dla dowolnego n € N istnieje takie x,, ze dla

X > X, zachodzi €* > x"
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/Zadania

Podsumowanie

Zapisz w postaci aP: 64 16\/

Pokaz, ze dla kazdego x € R zachodzi nieréwnos¢ e* > 1 + x
Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej a > 0 istnieje liczba
rzeczywista ¢ taka, ze dla kazdego x € R zachodzi réwnos¢
aX — eCX

Wykorzystaj konstrukcje geometryczng z prezentacji aby
pokaza¢, ze e/* = cos(a) + isin(«) (gdzie 2 = —1)
Uzasadnij, ze dla dowolnego n € N istnieje takie x,, ze dla

X > xp zachodzi €* > x"

@ (*) Udowodnij, ze pochodna funkcji e* jest réwna jej samej

(dla znajacych definicje pochodnej).
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Podsumowanie

Prezentacje mozna pobraé z:

http://www.mat.umk.pl/“philip/kolko_mat2009.pdf

Bedzie réwniez dostepna na stronie kétka.
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