P

Podstawy teoretyczne 1 algorytmy w modelu
SIMP

Zespot 2

Streszczenie

Pakiet SIMP - Studencki Iteracyjny Model Przeptywu, zostal wy-
konany jako projekt studencki w ramach programowania zespotowego
na Wydziale Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Mikotaja Kope-
rnika w Toruniu. Pakiet ten realizuje numeryczny model przeptywu
niedcisliwego w domenie kartezjanskiej na bazie uproszczonego réw-
nania Naviera-Stokesa (réownania w postaci Eulera dla niesci$liwego
fluidu), wraz z prostym modelowaniem zjawiska konwekcji. W pakiecie
znajduje si¢ program generujacy domene obliczeniowa (SIMP::Konstruktor),
program ktory rozwiazuje zagadnienie modelowania (SIMP::Iterator),
oraz program prezentujacy wyniki w postaci wygodnych wykresow 3d
(SIMP:Prezenter). Ten dokument poswiecony jest aspektom teorety-
cznym oraz wykorzystanym algorytmom i rozwiazaniom technicznym
zwiazanych z programem rozwiazujacym réwnania rézniczkowe.
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1 Wprowadzenie

Zagadnienie modelowania towarzyszyto rozwojowi komputeryzacji od pocza-
tku, wystarczy wspomnie¢ o projekcie Manhattan zwigzanym z produkcja
pierwszej bomby atomowej w roku 1945. Wtedy to po raz pierwszy komputer
zostal wykorzystany do wykonania obliczen naukowych opartych na modelu
fizycznym. Nastepne lata rozwoju komputeréw przyniosty takze postep w
modelowaniu komputerowym, najpierw w chemii kwantowej, nastepnie w in-
nych dziedzinach. W latach 60 XX wieku rozwineta sie gataz modelowania
zwana kréotko CFD - Computational Fluid Dynamics, czyli obliczeniowa dy-
namika plynu. Znalazta ona zastosowanie w aerodynamice (projektowanie
samolotéw, proméw kosmicznych, samochodéw), modelowanie fal uderzenio-
wych i skutkéw eksplozji atomowych, hydrodynamice (projektowaniu zaa-
wansowanych uktadéw hydraulicznych), prognozach pogody itp. Ostatnio
metody znane z CFD znalazty takze zastosowanie w grafice komputerowe;j
[1], w tym w modelowaniu realistycznie wygladajacego dymu i ptomieni. CFD
to jedna z najbardziej owocnych metod modelowania pewnej klasy zjawisk
fizycznych, ktora bez watpienia przyczynita sie do rewolucji technologicznej
w XX wieku. Projekt SIMP to do$¢ prosty w poroéwnaniu do swoich dojrza-
tych (i bardzo drogich) kuzynéw, pakiet realizujacy zagadnienie modelowania
CFD. W naszym przypadku ograniczylismy sie do fluidu niescisliwego (co
jak sie okaze nizej, ma istotny wplyw na uproszczenie obliczen), zastosowal-
iSmy bardzo prosty (realistyczny, chociaz nie do konca poprawny fizycznie)
model konwekcji. Nasz problem rozwigzujemy na regularnej siatce kartez-
janskiej (profesjonalne rozwiazania wykorzystuja siatki o wymyslnych geome-
triach opartych o krzywe sklejalne, jednak wtedy juz sam problem wygen-
erowania dobrej siatki staje sie¢ niebanalnym problemem informatycznym).
Ograniczenia zwiazane z realizacja naszego projektu (gltownie czas, niewielka
ilo$¢ dobrej literatury na ten temat i praktyczny brak kodu open source re-
alizujacego podobnego zadania na ktéorym mozna by sie wzorowac lub rozwi-
ja¢) zmusity nas do poczynienia pewnych uproszczen takich jak rezygnacja z
uréownoleglenia programu rozwiazujacego rownanie rézniczkowe. Pewne cechy
charakterystyczne tego rozwigzania powoduja, ze najlepiej do rozwigzywania
tego typu probleméw nadaja sie komputery wektorowe. Rozbicie problemu na
zestaw maszyn z wymiang komunikatéw jest dos¢ mato efektywny ze wzgledu
na bardzo niewielka lokalnos$¢ poszczegdlnych proceséw.
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2 Sformulowanie problemu

Podstawowym zadaniem w modelowaniu komputerowym jest najpierw do-
brze opisa¢ formalnie problem ktory chcemy rozwigza¢. W naszym przy-
padku punktem wyjscia do sformutowania opisu jest zasada zachowania masy.
Wyobrazmy sobie dwie réwnolegle powierzchnie A i B (rys. 1) odlegte od
siebie o dx. Przez powierzchnie A plynie ciecz o gestosci p z predkoscig v.
Zatem masa przemieszczajaca sie w czasie 0t przez powierzchnie A wyraza
sie zaleznoscig

dmy = pudt (1)

gdzie p to gestos¢ a v to predkosé osrodka w pozycji A.Odpowiednio, masa
przeptywajaca przez powierzchni¢ B w czasie dt wyraza si¢ wzorem

Smp = <pv + ag’;’ )5x> 5t (2)

Reasumujac, przyptyw (lub odptyw) w przestrzeni pomiedzy powierzchniami
jest zadany
d(pv)

Ox
Kiedy zbiegniemy z rozmiarem badanego obszaru i krokiem czasowym do
zera, czyli dx — 0, 6t — 0, dostajemy réwnanie (tak zwane réwnanie za-
chowania masy) postaci

dxdt (3)

om =dmy — dmpg = —

dp  9(pv)
— =0 4
ot * Ox )
W przypadku tréjwymiarowym powyzsze rownanie ma postac
9p
LT v =0 >
LY () )

Zachowanie masy to jednak nie wszystko, dochodzi jeszcze druga zasada za-
chowania, mianowicie zasada zachowania pedu. Ped ptynu miedzy powierzch-
niami A i B jest determinowany wielkoscig pedu wprowadzanego i wypro-
wadzanego z uktadu przez powierzchnie A i B, a takze przez réznice ci$nien
pomiedzy tymi powierzchniami. Zaktadajac, ze jedyng sita dziatajaca w tym
uktadzie jest sita zwigzana z roznica ci$nienia, oraz braku grawitacji i lepko-
Sci, przeptyw pedu w jednostce czasu wyraza si¢ wzorem

d(pv®) 533) _ O,

dhy = pv xv— (pv2 + o 5 07 (6)



2 SFORMULOWANIE PROBLEMU 5

+—06X
p p 0X
ov
9 V P V+56X
0 X
- P
A B

Rysunek 1: Przeptyw Scisliwego ptynu przez dwie powierznie jednostkowe A i B w
sformutowaniu Eulera

Ped generowany wewnatrz rozwazanej objetosci zwigzany z roéznica cisnien
miedzy A i B jest wprost proporcjonalny do tej sity. W efekcie ped gen-
erowany na jednostke masy z powodu gradientu ciSnienia wynosi

oP oP
Zatem sumaryczna zmiana pedu w objetosci dx dana jest nastepujaco:
Apv) . _O(pv?) opP
o dx = dhy + 0hy = — Ee ox — %(h (8)
lub krocej
0 (pv? oP

ot ox ox

Réwnanie powyzsze to jednowymiarowe réwnanie zachowania pedu. Aby
przetransformowacé to roéwnanie do postaci trojwymiarowej zauwazmy, ze:

(pv? d(pv X v ov o(pv

(pv®) _ 9(p ):pviﬂj (pv)

ox ox ox oz

Trojwymiarowa forma tego réwnania jest tatwo powiazana z jednowymiarows
zaleznosciami tensorowymi i wyraza si¢ nastepujaco:

(10)

a(ap;)+(pv~V)v+(V-pv)v+VP=0 (11)
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Do powyzszego rownania mozna dodaé jeszcze czynnik zwigzany z lepkoscia
zalezny od pewnej stalej v, oraz czynnik sit niezaleznych (np. grawitacji) F.
Reasumujac otrzymujemy uktad rownan rozniczkowych nieliniowych postaci:

&4+ V - (pv) =0 12)
%+(PU'V)U+(V-pv)v+VP—yV2v +F =0

zwanych tez réwnaniem Naviera-Stokesa. To czy taki uktad przy zadanych
warunkach poczatkowych ma rozwigzanie analityczne jest problemem ot-
wartym (jest to jedno z tak zwanych zagadniei milenijnych ! ), na dzien
dzisiejszy jednak znalezienie ewentualnego rozwigzania lub nawet udowod-
nienie iz ono nie istnieje nie wydaje si¢ bliskie. Pozostaja jedynie metody
numeryczne.

3 Uproszczenia

Roéwnanie Naviera-Stokesa w postaci ogdlnej jest bardzo skomplikowane do
rozwigzania nawet metodami numerycznymi, z racji wysokiej niestabilnosci
rozwigzania. Sporym utrudnieniem jest tez fakt, ze réwnanie to jest nieli-
niowe i wymyslenie sensownego schematu w tym przypadku nie jest wcale
zadaniem banalnym. Dlatego do réznych rodzajéow symulacji dokonuje sie
pewnych uproszczen. Jednym z najczesciej stosowanych jest zatozenie, iz
rozwazane medium jest niedcisliwe. W przypadku modelowania ruchu cieczy
takich jak na przyktad woda, zalozenie to wydaje sie w pelni uzasadnione.
W przypadku gazow, jak powietrza, wydaje sie jednak conajmniej pode-
jrzane. Sytuacja jednak nie jest taka zta, powietrze zachowuje sie z duza
doktadnoscia niescisliwie, o ile tylko rozwazane predkosci sa znacznie ponizej
predkosci dzwieku. Czynnikiem ktéry powoduje opdr przy sprezaniu powi-
etrza jest jego cisnienie, ktore jest proporcjonalne do jego energii cieplnej na
jednostke objetosci. Ta z kolei jest charakteryzowana przez sredniokwadra-
towa predkos¢ pojedynczych czasteczek. Na przyktad pojedyncze czasteczki
Azotu, podstawowego sktadnika powietrza, w temperaturze 300K poruszaja
sie z predkodcia érednig 2.66 - 10°m2s~2. Jesli poréwnamy to z predko$ciami
rzedu 60km/h czyli 277m?s™? zauwazymy, ze energia termiczna znacznie
przekracza energie mogaca powsta¢ w wyniku Sciskania powietrza przy tym
zakresie predkosci. Zatem powietrze w rozsadnym zakresie predkosci jest

thttp://www.claymath.org/millennium /Navier-Stokes_Equations/
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prawie niescisliwe. Jakie zatem uproszczenie réwnania 12 otrzymamy przy
tym zatozeniu? Zauwazmy, ze nieécisliwos¢ oznacza, ze % = 0, zatem gestos¢
jest stala w czasie i przestrzeni. Mozna bez straty ogélnosci rozumowania

zatozy¢, ze p = 1. Podstawiajac do réwnania 5, otrzymamy
Vv =0 (13)

dostajemy zatem dos¢ prosty warunek geometryczny, pole predkosci powinno
by¢ bezzrédlowe (o zerowej dywergencji). Doktadajac ten warunek do row-
nania 11, dodajac lepkosc i sity zewnetrzne otrzymujemy

ov 9
a—f—(U'V)U:—VP—VVU—i—F (14)
W projekcie SIMP skupiamy sie raczej na ruchu gazéw niz cieczy, dlatego
czynnik odpowiedzialny za lepko$¢ mozna z réwnania usunaé bez wielkiej

straty dla modelu. W efekcie wyj$ciowym uktadem réwnan rozwigzywanym
w modelu SIMP jest

{Zf’ 0 (15)
5% =—(w-Vv—-VP+F
Pewnego komentarza wymaga jeszcze zewnetrzna sita F'. Generalnie moze
to by¢ jakiekolwiek pole sily (zalezne lub nie od czasu), w naszym mod-
elu jednak chcieliSmy wprowadzi¢ prosty schemat konwekcji. Aby to zrobié,
wprowadzamy nowe pole skalarne temperatury 7', i dajemy nastepujace za-
leznosci oT
T (u- V)T (16)
Oznacza to, ze pole temperatury podlega adwekcji razem z reszta osrodka.
Wiemy jednak, ze w przyrodzie wystepuje jeszcze jeden rodzaj rozchodzenia
sie ciepta (jak i substancji znajdujacych sie w oérodku fizycznym), mianowicie
dyfuzja. Zamodelowanie dyfuzji zgodnie ze znanym opisem fizycznym jest
do$¢ trudne, w naszym modelu zastosowaliémy znacznie uproszczone pode-
jscie, dajace jednak dobre rezultaty. Fakt dyfuzji ciepta mozna potraktowaé
jako rozmycie (blur) nastepujace na polu temperatury domeny. Wykonujemy
zatem splot temperatury z odpowiednim filtrem dolnoprzepustowym przed
wykonaniem adwekcji. Parametry filtra pozwalaja kontrolowac zalezlo$ci miedzy
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dyfuzja a adwekcja, zas model daje realistyczne rezultaty. Po okresleniu za-
leznosci jakie spelia pole temperatury, mozemy zdefiniowaé site wyporu jak
nastepuje

Fzﬁ(T_Tot)Z (17>

dla pewnej liczby (8 oraz wektora z = [0, 0, 1]. Wynika z tego, ze pojawia sie
lokalna sita proporcjonalna do réznicy temperatury osrodka w danym punkcie
T i temperatury éredniej w otoczeniu punktu 7,;, skierowana w kierunku pi-
onowym z. Takie zatozenie oczywiscie nie jest zgodne z naszg wiedza na
temat zjawiska konwekcji, jednak w pewien dos¢ intuicyjny sposéb modeluje
ono pojawienie sie sity wyporu (w obecnosci grawitacji oczywiscie). Cieple-
jsze fragmenty osrodka majg tendencje do wyptywania ku goérze, zimniejsze
przemieszczaja sie w dot. Ponadto pojawiaja sie tutaj zaburzenia lokalne,
kiedy np. catkiem ciepty voxel otoczony znacznie cieplejszymi w istocie daje
ujemna sktadowa wyporu. Istnieja jednak pewne niebezpieczenstwa wynika-
jace z brania odpowiedniego otoczenia. Okazuje sie, ze najlepiej brac jest
srednia temperatury po najblizszym sasiedztwie voxela (w sensie sasiedztwa
von Neumana - czyli tak jak liczy sie dyskretny laplasjan), z wyklucze-
niem sasiedztwa bedacego warunkiem brzegowym. W dalszej czesci doku-
mentu opiszemy jeszcze jeden sktadnik sity zewnetrznej odpowiedzialny za
dodawanie utraconej energii rotacji (rozdzial 6).

4 Schemat rozwigzania

Przypomnijmy, ze mamy do czynienia z nieliniowym rownaniem rézniczkowym

danym wzorem:
Vv =0
v _ <18>
5% =—(w-Vv—-VP+F

W rzeczywistosci rownanie to jest zapisane w powyzszej formie dos¢ oszczed-
nie, nalezato by je rozpisa¢ na kazda wspotrzedna z osobna, aby przejsé do
jakiegokolwiek schematu réznicowego. Nie bedziemy jednak tego robi¢, gdyz
zaproponujemy inne podejscie do rozwigzania tego réwnania. Wykorzystamy
mianowicie schemat Lagrange’a oparty o metode charakterystyk (znana w
literaturze anglojezycznej pod nazwa ”semi-Lagrangian scheme”) do wyko-
nania pierwszego kroku rozwigzania, nastepnie wykorzystamy metode pro-
jekcji (znanej takze jako metoda cisnien) i rozwigzemy réwnanie Poissona
z warunkami brzegowymi von Neumana aby zadbaé¢ by nasze rozwigzanie
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Rysunek 2: Schemat pojedynczego voxela wykorzystywanego w symulacji. Sktad-
owe predkosci sa okreslone na Scianach, za$ pola skalarne takie jak cisnienie i
temperatura w $rodku.

byto bezzrodtowe. W najwiekszym skrécie nasz schemat rozwigzania wyglada
nastepujaco:

e Dodajemy do aktualnego pola predkosci v site zewnetrzna,

vV = v+ ALF (19)

e Wykonujemy samoadwekcje, rozwigzujac za pomoca metody charak-
terystyk (opisanej dalej) réwnanie:

0@ =M — At(v® . v)pM (20)
Podobne réwnanie rozwiazujemy dla pola temperatury.

e Wykonujemy projekcje pola v® na pole o zerowej dywergencji najpierw
wyliczajac pole cisnienia z réwnania Poissona postaci:
V2P = Ly (21)
At
nastepnie odejmujac
v® = 0@ — AtV P (22)
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4.1 Dyskretyzacja

Rozwiazanie réwnania rézniczkowego polega na zdyskretyzowaniu go, i roz-
wiazaniu odpowiadajacego ukladu réwnan réznicowych. W naszym przy-
padku domene obliczeniowa dzielimy na pewna liczbe szeSciandow zwanych
dalej voxelami. W centrum kazdego voxela okreslamy pola skalarne czyli
ci$nienie i temperature. W punktach centralnych $cian voxela okreslamy
odpowiednie sktadowe predkosci (rys 2). Ponadto zaktadamy ze pewne voxele
sa "wolne” to znaczy modeluja one osrodek, zas pewne inne voxela sg ”za-
jete” to znaczy modeluja ciata state zanurzone w o$rodku. Voxele "zajete”
stanowiag warunki brzegowe w naszej dyskretyzacji i speliajg warunki:

o Waszystkie sktadowe predkosci na $ciana voxela "zajetego” sa zawsze
zZerowe.

e Pochodna kierunkowa ci$nienia wzdtuz normalnej do dowolnej $ciany
voxela "zajetego” jest zerowy.

oP
5 =0 (23)

Powyzszy warunek nosi nazwe warunku brzegowego von Neumana.

Przy takich zalozeniach dyskretna domena obliczeniowa moze modelowaé
skomplikowane ksztaltty zbudowane z voxeli niczym z klockéw. Stowo komen-
tarza jest jeszcze potrzebne na temat warunkéw brzegowych na krancach
domeny. Moga by¢ one dwojakie:

e Zamkniete - zaktadamy ze dopetnienie domeny jest warunkiem brze-
gowym w sensie voxela ”zajetego”.

e Cykliczne - zaktadamy ze domena ma topologie torusa, przechodzac
przez jedng ze Scian powracamy do domeny z drugiej strony.

Dla domen cyklicznych bez warunkow brzegowych wewnagtrz istnieje ele-
gancka metoda rozwigzania réwnania Naviera-Stokesa za pomocg transfor-
mat Fouriera. Nie bedziemy jednak z tej metody korzystaé ze wzgledu na
szczegblne warunki wymagane wobec domeny, ktére w naszym przypadku sa
niepraktyczne. Metoda ta zostata pobieznie opisana w [2].
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Rysunek 3: Trajektoria (charakterystyka) w polu wektorowym wykonana w tyt
o At. Warto$¢ w punkcie koncowym charakterystyki stuzy jako nowa warto$é¢ w
nowym polu.

4.2 Metoda charakterystyk

Metoda ta jest dos¢ znana, w podobnym zastosowaniu zostata opisana w
[2]. Wyobrazmy sobie pole wektorowe, ktére okresla ruch osrodka w pewnej
chwili t. Zat6zmy ze mamy pewne pole skalarne p, chcemy sie dowiedzie¢ jak
zmieni si¢ to pole przy zalozeniu ze jest ono deformowane (przeksztatcane)
jedynie przez zadane pole wektorowe. Taki rodzaj przeksztatcenia nazywamy
adwekcja, w naszym réwnaniu odpowiada mu czynnik (v - V)v. Rozwazmy
trajektorie w tym polu startujaca z pewnego punktu zy w ktéorym chcemy
okresli¢ nowa wartos¢ p, cofajaca sie w czasie o krok —At. Wartos¢ szukanego
przez nas pola p na koncu tej trajektorii w punkcie zy, wynosi p(zy,t). Za-
uwazmy jednak, ze jesli w czasie At pole wektorowe pozostanie state, to
wartosé¢ p(zy,t) = p(zo, t + At). Wynika to z tego, ze warto$¢ ta "naplynie”
po wyznaczonej trajektorii do punktu xy w czasie At. Uzyskujemy zatem
do$¢ prosty schemat liczenia réwnania adwekcji, jak nizej:

e dla kazdego punktu $rodkowego voxela poprowadz charakterystyke w
tyl o kroku At.

e wyznacz punkt koncowy charakterystyki.

e interpoluj wartos¢ poszukiwanego pola w punkcie koncowym charak-
terystyki.

e przyjmij wyznaczong wartos¢ jako nowa wartos¢ dla punktu srodkowego
voxela.
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W podobny sposob wykonujemy samoadwekcje pola predkosci startujac charak-
terystyki z punktow srodkowych Scian voxeli i interpolujac na ich koncu
odpowiednig sktadows predkosci. Zauwazmy ze metoda ta jest bezwarunk-
owo stabilna o ile tylko schemat interpolacji nie wykracza poza dane. W
takim przypadku max;, o+ p < max; p dla dowolnego pola p. Interpolacja ma
tez kluczowe znaczenie przy liczeniu samej charakterystyki. Istotny wplyw
ma tez dobdér odpowiedniego schematu catkowania numerycznego charak-
terystyki. W modelu SIMP do dyspozycji jest prosty schemat Eulera i schemat
Rungego-Kutty drugiego rzedu. Metoda charakterystyk jest dos¢ prosta w
sformutowaniu, kryja sie w niej jednak pewne szczegdly ktoére opiszemy nizej.
W szczegolnosci opisu wymaga zachowanie sie na warunkach brzegowych. W
tym przypadku jest ono niezwykle proste - kiedy charakterystyka natrafia
na "zajety” voxel, jest przycinana tuz przed jego brzegiem. Reszta przebiega
tak samo jak poprzednio, interpolowana jest wartos¢ itd.

4.3 Interpolacja

Domena obliczeniowa jest zdyskretyzowana, zatem przechowujemy tylko wy-
brane wartosci wszystkich pol. Liczenie charakterystyki oraz obliczanie war-
tosci na jej koncach wymaga interpolacji. Doboér odpowiedniego schematu
interpolacji ma kluczowy wplyw na poprawnos¢ otrzymywanych wynikow.
W modelu SIMP zastosowalidémy schemat interpolacyjny Sheparda, poniewaz
jego sformutowanie nie zalezy zupelnie od wymiaru rozpatrywanej przestrzeni
i jest dos¢ szybki. Zat6zmy ze mamy zbiér punktéw {z1, ..., z,,} oraz wartosci
pewnej funkeji f w tych punktach {f(xy),..., f(x,)}. Chcemy zinterpolowaé
warto$¢ funkcji f w pewnym nowym punkcie z. Obliczamy ja wedlug wzoru:

. mo =l f )
flz) === - 24
@ NIEE 2

ktéry mozna nieco uprosci¢ ktadac d(x, z;) = /||x — ;|| (odlegtos¢ punktéw
- to jedyna rzecz ktora odréznia schematy Sheparda dla réznych wymiarow)

iy d(@,x) 7P f()
?:1 d(zv xi)ip

fz) = (25)

dla pewnej liczby naturalnej p okredlajacej stopien gtadkosci interpolacji.
W praktyce przyjmuje sie p = 2. W projekcie SIMP, dla kazdego punktu
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Rysunek 4: Interpolacja
kwadratu) w wersji 2d.

Rysunek 5: Na granicy dwoch obszaréw interpolacji moze pojawié sie niecigglosé.

wewnatrz domeny obliczeniowej wyznaczanych jest osiem najblizszych punk-
tow weztowych szukanego pola i wykonywana jest interpolacja podobnie jak
na rysunku 4 gdzie pokazany jest przypadek dwuwymiarowy. Pewne prob-
lemy moga pojawia¢ sie na krawedziach dwoch obszaréw interpolacji (tak
jak na rys 5 w przypadku dwuwymiarowym) gdzie pojawia sie nieciggtosé.
W praktyce jednak te nieciagtodci nie sa wielkie (spowodowane sa réznicami
w wartosciach odlegtych punktéw weztowych, ktérych wktad jest odwrotnie
proporcjonalny do kwadratu odlegtosci) dlatego zaniedbujemy ich istnienie.
Najwazniejsze jest to, ze schemat Sheparda nie wykracza nigdy poza zakres
danych co gwarantuje stabilnos¢ metody charakterystyk.
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4.4 Schematy numeryczne

W metodzie charakterystyk do wyliczenia trajektorii wykorzystujemy dowolny
schemat numeryczny catkowany w interpolowanym polu wektorowym. W
pakiecie SIMP do wyboru sa dwa schematy: Eulera pierwszego rzedu i Rungego-
Kutty drugiego rzedu. W praktyce oczywiscie lepiej stosowac ten drugi, jed-
nak jest on nieco wolniejszy, zatem czasem gdy w gre wchodzi czas, wygodnie
jest zastosowac schemat Eulera:

Zastosowany w modelu SIMP schemat Rungego-Kutty wyraza si¢ nastepu-

jaco:

k’l :F(tl,l'l)
h h

k’Q =F (tz + 5, T; + 2]€1>
h h

k’4 :F(tl + h, T; + hk’g)
h
Tiy1 =T + 6(/{51 + 2]{32 + 2]{73 + k’4)

W przypadku liczenia charakterystyki schematy te przyjmuja prostszg postaé
w ktérej pole F nie zalezy od czasu (zaktadamy, ze w czasie liczenia charak-
terystyki pole sie nie zmienia).

4.5 Roéwnanie Poissona i projekcja

Po wyliczeniu nowego pola za pomocg metody charakterystyk, pozostaje nam
wykonaé¢ jego projekcje na pole o zerowej dywergencji. Oczywiscie metoda
charakterystyk nie zachowuje dywergencji, zatem istotnie jest to zadanie do
wykonania. Do tego celu wykorzystamy metode projekcji, oparta o pewne
wtlasnosci pol wektorowych. Do tego celu potrzebne bedzie jedno istotne
twierdzenie:

Twierdzenie 4.5.1. Helmholtz’a-Hodge’a o dekompozycyi pola wektorowego.
Niech dane bedzie pole wektorowe w : R® — R™ klasy C*. Wtedy pole w jest
sumaq:

w=u+ Vq (28)
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gdzie u : R™ — R™ jest polem wektorowym takim, ze Vu = 0 oraz q : R* — R
jest polem skalarnym.

Reasumujac mozna wprowadzi¢ operator rzutowania (projekeji) P(_) taki,
ze:
P(w) =u=w—Vq (29)
ktéry dane pole wektorowe rzutuje na jego cze$é bezzrodtows. Aplikujac op-
erator rzutowania do réwnania 12 otrzymujemy

ov ov

o~ P = (30)
=P(—(v-V)o—VP+F)=P(—(v-V)v+ F))

Skorzystali$my z faktu, ze P(v) = v oraz P(VP) = 0.Zatem w efekcie
P(—(v-V)o+F)=(—(v-V)v+ F)—-VP (31)

Czyli naszym polem skalarnym w dekompozycji Helmholtz’a-Hodge’a jest
po prostu pole cisnienia. Jak jednak to pole wyliczy¢? Wymaga to odrobiny
sprytu, okazuje sie ze pole to mozna wyznaczy¢ znajac dywergencje pola pow-
statego we wstepnej fazie symulacji ktére oznaczalismy v?. Przypomnijmy
rownanie 12 i przegrupujmy troche wyrazy:

0
VP=-2 (0 Vu+F (32)
ot
Zastosujmy teraz obustronnie operator dywergencji V:
9 ov

Skoro dywergencja Vv = 0, zatem V% = 0, mozemy napisac

V2P =V(-(v-V)v+F) (34)
Prawa strone w nawiasie przyblizyliSmy oczywiscie przez ”(Zt—”, zatem
1
2p _ 2
P = 35
\Y A7 Vv (35)

Mamy zatem do rozwiazania klasyczne rownanie Poissona z wyzej wspomni-
anymi warunkami brzegowymi von Neumana. Aby je rozwiaza¢ poshuzymy
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sie¢ metoda siatek. W przypadku dwuwymiarowym dyskretne przyblizenie
laplasjanu otrzymamy w nastepujacy sposob:

P+ Py — 2P n Pijp+Pj1—2P;

12 12 (36)

Gdzie h jest skokiem siatki. Dyskretng dywergencje obliczamy wedtug sche-
matu

Viv12, — Vie125 T Uiy+1/2,j - U?—1/2,j

h

Zastosowana tutaj konwencja notacyjna vy, ; oznacza, ze chodzi o sktad-
owa predkosci w kierunku x, pochodzaca ze Sciany voxela (i,j) potozonej
dalej poczatku uktadu wspolrzednych (jak pamietamy sktadowe predkosci
okreslone sa na scianach voxeli, zatem kazdemu z nich odpowiada para sktad-
owych w danym kierunku oznaczana tutaj dla wygody indeksami +1/2 i
—1/2). Analogicznie postepujemy w przypadku tréojwymiarowym. Dyskre-
tyzujac réwnanie 35 otrzymamy uktad

(Vv)ij = (37)

Piij+P1j+ P+ P —4F; = Ahthf} (38)
gdziet1 = 1..n, 7 = 1..m oraz m i n to ilo$¢ voxeli w odpowiednich kierunkach.
Analogiczny uktad otrzymamy w przypadku tréjwymiarowym. Przypomni-
jmy jeszcze, ze musimy do tego uktadu doda¢ warunek brzegowy postaci
g—}; = (0 dla normalnych do Scian "zajetych” voxeli. Zdyskretyzowanie takiego
warunku wymaga nieco pomystowosci. W przypadku gdy mamy do czynienia
z wewnetrznym voxelem catej Sciany voxeli ”zajetych” przyjmujemy warunek
jak na rys 6. W przypadkach bardziej skomplikowanych przyjmujemy odpo-
wiednio "minus Srednia po wszystkich otaczajacych voxelach ktére nie sg
zajete”, jak na rys 7. W przypadku trojwymiarowym mozliwych sytuacji jest
jeszcze troche wiecej, we wszystkich przypadkach jednak postepujemy ana-
logicznie. Macierz uktadu tworzymy raz, przed cala symulacja. Mamy tyle
zmiennych ile "wolnych” voxeli, co moze oznaczaé liczby rzedu setek tysiecy
lub nawet milionéw. Przechowywanie catej macierzy tego rozmiaru tez nie
wchodzi w gre ze wzgledu na wymagania pami¢ciowe. Zauwazmy jednak kilka

faktow:

e Uktad jest rzadki. W kazdym wierszu w przypadku dwuwymiarowym
nie moze by¢ wiecej jak 9 niezerowych wspétczynnikéw, zas w trojwy-
miarowym odpowiednio 31.
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Rysunek 6: Dyskretyzacja warunku brzegowego von Neumana w prostym przy-
padku, gdy mamy do czynienie ze Sciana voxeli.

e Uktad jest symetryczny.

Narzut pamieciowy zatem nie jest zbyt duzy gdy dla kadego wiersza pamieta
sie jedynie pozycje niezerowych wspotczynnikéw oraz ich wartosci. Zupetnie
inng kwestia jest sposéb rozwiazania tego uktadu. Rozmiar macierzy rzedu
setek tysiecy wierszy wyklucza metode eliminacji Gaussa, tym bardziej ze
macierz odwrotna do rzadkiej nie musi (i zazwyczaj nie jest) rzadka. Po-
zostaja zatem metody gradientowe i relaksacyjne.

5 Metody rozwigzania uktadu ré6wnan liniowych

Jak juz wspomnieliémy, dyskretne rozwigzanie réwnania Poissona wymaga
rozwigzania rzadkiego, symetrycznego uktadu réwnan liniowych z wielkg ilos-
cig zmiennych. Metody algebraiczne w tym przypadku sa bezuzyteczne, z
powodu ograniczen pamieciowych i czasowych. Na szczedcie znane sg szybkie
metody znajdowania rozwiazan przyblizonych, ktére nie majg mankamentow
metod algebraicznych. W naszym wypadku rozwigzanie przyblizone jest zu-
petnie satysfakcjonujace, o ile tylko jest ono wystarczajaco doktadne. Ponizej
zamieszczamy opis trzech metod przyblizonych, ktoére sg dostepne w modelu

SIMP.
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Rysunek 7: Dyskretyzacja warunku brzegowego von Neumana w odrobing bardziej
skomplikowanym przypadku.

5.1 Metoda gradientéw sprzezonych

Metoda ta znana jest w literaturze pod nazwa ” Conjugate gradient method”,
procedury jg implementujace prawie zawsze zawierajg w nazwie " CG”. Pomyst
wykorzystany w tej metodzie jest bardzo prosty: zamiast obliczy¢ rozwiazanie
roOwnania

Az =b (39)

bedziemy minimalizowaé funkcje
1
fla) =3 1Az — b||* (40)

Funkcja kwadratowa jest wypukta i oczywiscie o ile tylko uktad Az = b nie
jest sprzeczny, funkcja f posiada doktadnie jedno minimum globalne. Aby je
znalez¢ wystarczy policzy¢ gradient f:

Vf=A"(Az —b) (41)

Nastepnie znajdujemy taka warto$é skalarng A, ktora bedzie minimalizowaé
f w kierunku gradientu, czyli musi spetniac¢

01
ox3 IA@ +AV) —b|* =0 (42)

Po wykonaniu obliczen otrzymujemy, ze

A= — (AVf)2 ) (A‘Z - b) (43)
AV £]]
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W ten sposéb z pewnego przyblizenia rozwiazania x otrzymujemy nowe, lep-
sze przyblizenie x + AV f. Zbieznos¢ procesu zalezy od geometrii przeksz-
tatlcenia f. W pewnych przypadkach moga sie zdarzy¢ plateau lub doliny
w ktorych gradient bedzie bardzo niewielki. Dla macierzy rzadkich nie jest
jednak najgorzej, po kilkudziesieciu iteracjach mozna zazwyczaj dosta¢ zad-
owalajace rozwigzanie.

5.2 Metoda relaksacji Jacobiego

Metody relaksacyjne (iteracyjne) polegaja na wytworzeniu schematu itera-
cyjnego, ktory w kolejnych krokach bedzie przyblizal rozwiazanie. Metoda
Jacobiego jest jedna z najprostszych procedur tego typu, jednak daje catkiem
zadowalajace rezultaty. Rozwazmy uktad

Ax =b (44)
Macierz A mozemy zapisaé¢ jako sume macierzy
A=L+D+U (45)

gdzie macierz L jest dolnotréjkatna, D - diagonalna, U - gérnotrdojkatna.
Uktad Az = b mozemy zatem zapisa¢ w postaci

(L+D+U)x=b (46)
przeksztatcajac dochodzimy do postaci
Drx=—(L+U)x+b (47)
i dalej
r=-DYL+U)r+D'b (48)
co prowadzi do schematu iteracyjnego postaci
" = DN L4 U2k + D' (49)

ktory jest zbiezny o ile tylko promieri spektralny? macierzy —D ™ (L+U) jest
mniejszy od 1. Jawny wzor na i-ta wspotrzedng nowego przyblizenia wyraza
sie nastepujaco

_ PSS
Y N L IRl

(A bl
Qi;

i=1,2,...n (50)

X

przy czym oczywiscie a;; # 0.

2Maksimum modutéw wartodci wlasnych macierzy.
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5.3 Metoda relaksacyjna Gaussa-Seidla

Podobnie jak w poprzednim wypadku przeksztalcimy uktad Ax = b do
postaci w ktorej wida¢ bedzie schemat iteracyjny. Ponownie rozkladamy
macierz A na sume

A=L+D+U (51)
mamy
(L+D+U)x=b (52)
skad
(L+D)x=-Ux+b (53)
7 powyzszej zalezno$ci wynika schemat iteracyjny
(L+ D)a"™ = ~Uz" + b (54)
to jest
" = (L + D) 'U2* + (L + D)™ b (55)

ktory jest zbiezny o ile promien spektralny macierzy —(L + D)7'U jest
mniejszy od 1. Jawny wzor na i-ta wspoétrzedng nowego przyblizenia wyraza
sie nastepujaco

i—1 aijxl?'i_l — ?zi—l—l CLijfL’;? -+ bl

— izt
okl = j j

(56)
Qij

przy czym oczywiscie a;; # 0. Schemat ten jest zazwyczaj szybszy od sche-

matu Jacobiego, pomimo poréwnywalnej prostoty w programowaniu.

6 Sila zachowania rotacji

Zastosowana w naszym modelu metoda rozwigzywania adwekcji za pomoca
charakterystyk ma sporo zalet (glownie stabilnos$é) ale i jedna zasadnicza
wade. Szybko wygaszane w symulacji sa ruchy lokalne mas osrodka, zwigzane
z rotacja. Przypomnijmy, majac dane pole wektorowe v rotacje okreslamy
jako V x v (iloczyn wektorowy). Rotacja jest zatem polem wektorowym,
ktorego kierunki determinuja o$ wokot ktorej nastepuje lokalny ruch obro-
towy osrodka, za$ dtugos¢ determinuje stopien z jakim ten ruch nastepuje.
Ruchy rotacyjne odpowiedzialne sa za wszelkiego rodzaju wiry, drobne za-
burzenia i turbulencje. Szybkie wygaszanie tego typu ruchéw powoduje, ze
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model przestaje by¢ naturalny. Zagadnienie to byto sporym problemem w
modelowaniu CFD do lat 90, kiedy zostata wynaleziona przez Steinhoffa
[4] metoda zachowania rotacji ("vorticity confinement”). Znalazla ona za-
stosowanie miedzy innymi w modelowaniu wtasciwosci aerodynamicznych
topat $migiet helikopterow, gdzie z powoddéw ograniczen technicznych nie
mozna byto wytworzy¢ odpowiednio gestej siatki. Po zastosowaniu metody
Steinhoffa uzyskano zadowalajace wyniki na stosunkowo rzadkich siatkach.
Poniewaz w modelu SIMP stosujemy wtasnie dos¢ rzadkie siatki, wiec dodal-
iSmy powyzsze rozwigzanie. Zobaczmy jaki jest mechanizm dziatania opisanej
metody. Najpierw wyliczamy rotacje pola v jak ponizej

w=Vxuv (57)

Jak wspomnielisémy, kazdy wektor rotacji mozna interpretowac jak koto za-
machowe probujace rozkreci¢ osrodek wokot siebie. Metoda charakterystyk
wygasza dziatanie tych kot zamachowych, pomyst polega na tym, aby doda¢
je z powrotem do pola w postaci dodatkowej sity. Najpierw liczymy znormal-
izowany gradient modutu rotacji

n=V|wl (58)
_
=l (59)

Pole N wskazuje kierunek od mniejszych do wiekszych koncentracji rotacji.
Nastepnie liczona jest sita ktéra w miejscach o wysokiej rotacji dodatkowo
rozkreca osrodek w odpowiednim kierunku wedtug zaleznosci

frot = €h(N X w) (60)

dla pewnej statej e > 0. Sita ta jak widaé¢ jest takze zalezna od skoku
siatki h i zanika gdy A — 0. W modelu SIMP sita zachowania rotacji jest
obliczana przed wtasciwym cyklem modelu, i jest dodawana do siatki wraz z
sitg wyporu.

7 Dodatek A - szczegdbly dyskretyzacji

Ponizej zamieszczamy schematy dyskretyzacji wszystkich parametréow fizy-
cznych rozpatrywanych w modelu SIMP zgodnie z opisami zamieszczonymi
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wyzej. I tak pola skalarne ci$nienia i temperatury okreslone w centrach voxeli
tworza odpowiednio tréjwymiarowe tablice

T‘i,j,]m Pi,j,k
i=1.Nj=1.Mk=1.1L

Pole predkosci sktada sie z trzech osobnych tablic, po jednej dla kazdej sktad-
owe]j

(61)

o™ i=1.N+1,j=1.Mk=1.L

5,k
vy i=1L.Nj=1.M+1,k=1.L (62)
vy i= LN j=1.Mk=1.L+1

Dodatkowo uzywamy notacji znanej z literatury CFD, i na przyktad przez

Ui(f—)l ok = ﬁ’l%k, zad v") ok = vf?)k Pseudoindeks 1/2 stuzy do okreslenia

Sciany na ktorej okreslona jest interesujaca nas sktadowa wzgledem voxela
(1,7, k). W takiej notacji dyskretna dywergencja pola predkosci wyraza sie
nastepujgco
(V)ijk = (V1056 — Vicajajnt
U;'Lj,j+1/2,k - UE{j—l/Z,k—i_ (63)
Uz‘z,j,k+1/2 - Uf,j,k—1/2)/h
Dyskretny gradient pola ci$nienia VP = (P,, P,, P,) to odpowiednio
(Pe)iv1y2k =(Pirrr — Pijr)/h
(Py)iger/zh =(Pijrre — Pijr)/h (64)
(P.)ijwr1y2 =(Pijrsr — Pijr)/h
Dyskretny laplasjan to kombinacja operacji gradientu i dywergencji
(V2P)ijk = (Pirjn + Pvjnt
Pijiik+ Pijoikt (65)
P i1+ Pijr-1— 6P k) /h

Aby policzy¢ dyskretng rotacje, najpierw trzeba dokonaé¢ usrednienia pola
predkosci do srodkow voxeli

@(?k = (Uz'(f)l/Q,j,k + Uz(—g&c-)l/Q,j,k)/Q
@Ez)k = (Ui(,yj)—1/2,k + Uz(,yj)—+-1/2,k)/2 (66)

_(2) (2) (2)
Uik = (vi,j,kfl/Z + Uz’,j,k+1/2)/2
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wtedy
Wz(?k = ((@EZ)H kT ,] 11<:)
—<v£%+l —T%51))/2h
wz(?j)k = ((@(?)kﬂ ,], K1) (67)
—(@ 0 — vz u,k))/zh
wz(zg)k ((@Ei)lg E U@ 1,] k
— (01— Ty 0)) /20

Wszystkie sity rozwazane w naszym modelu (sita wyporu i zachowania ro-
tacji) sa okreslone z definicji w centrach voxeli. Przed dodaniem ich do sktad-
owych predkodci trzeba je usredni¢. Majac dane pole sit f = (f1, f2, f3)
dostajemy

z(—T-)l/ZJ pt = At(f'l,jk + fil—i-l,j,k)/Q
U(,J)H/z k= At(f” I L) /2 (68)
O ot = AU+ F0)/2

8 Dodatek B - Przyktadowe wyniki

8.1 Model 1 - symetryczne plytki

Ponizej zaprezentujemy wizualne wyniki powstate z 12 krokéw symulacji na
siatce 40 x 40 x 40 wykonanej w modelu SIMP. Parametry tego modelu to
6=0.5e=0.7 h=1, At = 2. Model przedstawia szescian o staltej temper-
aturze rownej 3.0. Na dolnej i gornej Scianie szescianu znajdujg sie warunki
brzegowe ustawiajace temperature, u goéry jest chtodniejszy element (tem-
peratura 2.0), na dole element grzejacy (temperatura 4.0). Oczywiscie uktad
z takimi warunkami brzegowymi przejawia dynamike chwiejna, spodziewamy
sie iz powinny nastapi¢ dwa symetryczne kierunki naptywu (z géry na dot
ozigbionego osrodka i z dotu do géry ocieplonego osrodka), zgodnie z prostym
modelem konwekcji jaki zostal zaimplementowany w modelu. Rysunek 8
prezentuje pole temperatury osrodka, dla wygody temperatura srednia jest
na rysunku przezroczysta, nieprzezroczyste sa tylko elementy odbiegajace
temperaturg od Sredniej. Rysunek 9 prezentuje odpowiednie pole ci$nienia.
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Rysunek 8: Pole temperatury w przyktadowym modelu. Kolor niebieski oznacza
chlodniejszy osrodek, kolor czerwony cieplejszy.

X
<

Z0

NO N
3

Rysunek 9: Pole ci$nienia przyktadowego modelu. Kolor niebieski oznacza obnizone
ci$nienie (ponizej sredniej) kolor z6lty i pomaranczowy podwyzszone.

Latwo zauwazy¢ sprezenie nastepujace w miejscu zderzenia dwodch napty-
wow. Rysunek 10 prezentuje przekrdj przez pole predkosci w srodku domeny
obliczeniowej. Widoczne kierunki naptywu pokrywaja sie z intuicjami. Warto
zauwazy¢ wzmozong rotacje na krawedzi strumienia sptywu. Zawdzieczamy
ja mechanizmowi dodawania sity zachowania rotacji, bez niej model bytby
zupekie ptaski.
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Rysunek 10: Pole predkosci przyktadowego modelu.

8.2 Model 2 - tunel aerodynamiczny

Rysunek 11: Przekrdj przez pole predkosci modelu tunelu aerodynamicznego.

Model 2 prezentuje bardzo prosty przyktad tunelu aerodynamicznego, w
ktorym umieszczony zostat podtuzny prostokat w poprzek ruchu osrodka. W
tym przypadku zastosowany zostal warunek brzegowy na predkos¢, nie ma
bowiem zadnych elementow grzejacych, temperatura jest stata. Model SIMP
oczywiscie przewiduje roznorodne inicjowanie domeny obliczeniowej, warunki
brzegowo moga obejmowaé state niezmienne ciata umieszczone w domenie
(zajete voxele), jak i inicjalizacje poczatkowa dla wszelkich zmiennych pol.
W przypadku tunelu aerodynamicznego zastosowany zostal warunek innego
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Rysunek 12: Fragment rotacji pola predkosci. Wida¢ ze najwieksze zawirowania
tworza sie przy krawedzi obiektu w domenie.

Rysunek 13: Pole cisnienia w tunelu aerodynamicznym. Widaé przyrost ci$nienia
przed przeszkoda i spadek za nia.

rodzaju - cze$¢ voxeli ma ustalone i nie zmieniane w czasie symulacji sktadowe
predkosci. Taka wymuszona predkos$¢ przenoszona jest w modelu na dalsze
voxele w dwojaki sposéw - kiedy charakterystyka zatrzyma sie w jednym z
voxeli z wymuszona sktadowa, lub po odjeciu gradientu cisnienia, ktory jest w
tym miejscu wymuszony dywergencja. Takie voxele z wymuszong predkoscia
nie sa warunkami brzegowymi w sensie rozwigzania réwnania Poissona (te
zawsze maja sktadowe predkosci réwne zero).
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Rysunek 14: Modut pola predkosci. Widaé¢ dobrze gdzie ruch osrodka jest przyspies-
zony, a gdzie spowolniony.
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