&“‘CO'"%
o

ToRu¥

Sieci bezskalowe

Filip Piekniewski

Wydziat Matematyki i Informatyki
UMK

Prezentacja na Seminarium Doktoranckie dostepna na
http://www.mat.uni.torun.pl/ philip/sem-2008-2.pdf

24 listopada 2008

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe


http://www.mat.uni.torun.pl/~philip/sem-2008-2.pdf

Spis tresci

ToRu¥

o Grafy losowe Erdés'a-Rényi - Przypomnienie
@ Model Erdés’a-Rényi
@ Przejécia fazowe w modelu E-R
@ Co jest nie tak z modelem E-R?

9 Grafy empiryczne

@ Fenomen matego $wiata - sieci Small World
@ Prawo potegowe w rozktadach stopni

@ Przyktady sieci z prawem potegowym

@ Kontrowersje zwigzane z metodologia

@ Co to jest sie¢ bezskalowa?

e Wyniki teoretyczne

@ Model Barabasi-Albert

@ Model General Random Graph - GRG
@ Losowy graf z prawem potegowym

@ Witasnoéci uogdlnionego grafu losowego
@ Niezmienniczo$¢ prawa potegowego

e Krytyka dotychczasowych pogladéw
@ Problemy metodologiczne
@ S-miara - jak bardzo bezskalowy jest graf?
@ Cechy grafu s-max - "robust yet fragile”
@ S-miara jako prawdopodobiefistwo

e Podsumowanie
Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe



iC

A b"’%

Grafy losowe Erdés'a-Rényi - Przypomnienie

ToRu¥

Grafy losowe, model Erdds'a-Rényi

o Ciekawym z punktu widzenia informatyki jest to jak wyglada
przecietny graf?

@ Sformutowanie to wymaga okreslenia czym jest "przecietny”
graf!

@ Oznacza to zdefiniowanie przestrzeni probabilistycznej, ktére;
elementami beda grafy, oraz zadania pewnej miary na tej
przestrzeni.

@ Jak to zrobi¢?

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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Grafy losowe, model Erdds'a-Rényi

o tatwo zdefiniowaé przestrzen wszystkich graféw n
wierzchotkowych i zada¢ na niej miare jednostajna (osobna
kwestig jest problem losowania z tego rozktadu)

@ Woszystkich graféw jest jednak nieskonczenie wiele, podobnie
jak liczb rzeczywistych, nie da sie zatem zadawac¢ na nich
miary poprzez przypisanie kazdemu grafowi skoriczonego
prawdopodobienstwa...

@ Mozliwe s3 inne podejscia do stworzenia modelu grafu
losowego, kazdy jednak model moze by¢ inny bo...

@ ... do konca nie wiemy czym jest graf losowy...

@ w szczegdlnosci osobng kwestig jest to jak wyglada przecietny
graf spotykany w rzeczywistosci

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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Grafy losowe, model Erdds'a-Rényi

@ Podstawowym modelem grafu losowego byt od lat model
Erdés'a-Rényi [Erdés & Rényi, 1959, Erd6s & Rényi, 1960]
@ Zakfada on nastepujaca droge wylosowania grafu:

e Ustalamy pewng liczba p € (0, 1), wybieramy liczba naturalna
n (losowo)

o Pomiedzy kazda z n? par wierzchotkéw dodajemy krawedz
prawdopodobienstwem p

@ Model E-R jest przyzwoicie losowy, a jednocze$nie na tyle
prosty, iz dato sie go fatwo! zbadaé

"fatwo" to prowokacja!

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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Grafy losowe, model Erdds'a-Rényi

@ tatwo sprawdzi¢, iz rozktad stopni wierzchotkéw w modelu
E-R jest dwumianowy

P(deg(v) = k) = (Z)pk(l—p)”k (1)

ktéry zbiega do rozktadu Poissona przy n — oo
(prawdopodobienstwo, ze stopien wierzchotka n-elementowego
grafu jest iloscig sukceséw w n niezaleznych losowaniach
krawedzi z prawdopodobienstwem sukcesu p).

e Warto tez odnotowaé przejécia fazowe w grafach E-R ktére s3
obecnie do$¢ dobrze badanym zjawiskiem.

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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Wielki komponent (giant component)

o Grafy losowe o niewielkiej ilosci krawedzi s3 zazwyczaj
roztaczng suma drzew lub komponentéw "unicyklicznych”
(drzewo uzupetnione o jedng dodatkowa krawedz)

@ Rozmiary takich sktadowych s3 niewielkie, rzedu log(n)

o Dla pewnej granicznej gestosci krawedzi pojawia sie jednak
spdjna sktadowa o skomplikowanej strukturze, ktérej rozmiar
jest tego samego rzedu co rozmiar catego grafu.

o Taka sktadowa nazywany "wielkim komponentem” z
angielskiego "giant component” (sekcja 5.1 w
[Chung & Lu, 2006])

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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Przejscia fazowe w grafach Erdés’'a-Rényiego

@ p =o0(1/n) graf jest (z olbrzymim prawdopodobiefistwem)
roztaczng suma drzew.

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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Przejscia fazowe w grafach Erdés’'a-Rényiego

@ p =o0(1/n) graf jest (z olbrzymim prawdopodobiefistwem)
roztaczng suma drzew.

e p~A/ndla A€ (0,1) graf zawiera cykle dowolnej dtugosci (w
granicy). Wszystkie spdjne sktadowe s albo drzewami albo
drzewami uzupetnionymi do cyklu (unicykliczne sktadowe) o
rozmiarze O(log n).

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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Przejscia fazowe w grafach Erdés’'a-Rényiego

@ p =o0(1/n) graf jest (z olbrzymim prawdopodobiefistwem)
roztaczng suma drzew.

e p~A/ndla A€ (0,1) graf zawiera cykle dowolnej dtugosci (w
granicy). Wszystkie spdjne sktadowe s albo drzewami albo
drzewami uzupetnionymi do cyklu (unicykliczne sktadowe) o
rozmiarze O(log n).

@ p = (14 ¢€)/n nagle pojawia sie wielki komponent. Dla e =0
(rezim krytyczny) najwieksza sktadowa ma rozmiar n?/3. Z
prawdopodobieristwem 0.9325 (przy n — oo) graf skfada sie
drzew, cykli i podwdjnych cykli. Z prawdopodobierstwem
0.9957 graf sktada sie z drzew, cykli i co najwyzej jednej
dodatkowe] sktadowej spdjnej. Z prawdopodobienstwem
0.987-0.9998 graf jest planarny. Dla € > 0 wiekszos¢
sktadowych taczy sie w wielki komponent o rozmiarze ocn gdzie
3 :—élog(l—oc) -1

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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Przejscia fazowe w grafach Erdés’'a-Rényiego

e p=A/ndlaA>1 oprécz wielkiego komponentu wszystkie
inne sktadowe maja logarytmiczne rozmiary. Wiekszo$¢ z nich
to drzewa, ale sktadowe z jednym cyklem réwniez s3 obecne.

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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Przejscia fazowe w grafach Erdés’'a-Rényiego

e p=A/ndlaA>1 oprécz wielkiego komponentu wszystkie
inne sktadowe maja logarytmiczne rozmiary. Wiekszo$¢ z nich
to drzewa, ale sktadowe z jednym cyklem réwniez s3 obecne.

e p=2Alog(n)/ndla A >1w miare jak n — oo graf prawie na
pewno jest spojny.

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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Przejscia fazowe w grafach Erdés’'a-Rényiego

e p=A/ndlaA>1 oprécz wielkiego komponentu wszystkie
inne sktadowe maja logarytmiczne rozmiary. Wiekszo$¢ z nich
to drzewa, ale sktadowe z jednym cyklem réwniez s3 obecne.

e p=2Alog(n)/ndla A >1w miare jak n — oo graf prawie na
pewno jest spojny.
e p=w(n)log(n)/n gdzie w(n) —— oo graf jest prawie na
n—oo

pewno spdjny oraz stopnie wszystkich wierzchotkéw sa
asymptotycznie réwne.

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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Rysunek: Przejécie fazowe na przykfadowym grafie Erdésa-Rényi o 1000
wierzchotkéw. Prawdopodobienstwa wylosowania krawedzi

p =0.9/1000, 1/1000, 1.1/1000 odpowiednio od lewej do prawej. Zgodnie z
przewidywaniami ponizej krytycznej wartosci graf skfada sie z niewielkich
drzew, w punkcie krytycznym pojawia sie wielki komponent natomiast iloé¢
roztacznych sktadowych gwattownie spada. Nieco powyzej punktu krytycznego
graf jest praktycznie spdjny.
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Rysunek: Przyktadowy graf Erdésa-Rényi o 10000 wierzchotkéw niewiele
powyzej prawdopodobienstwa krytycznego. Widoczna jest wielka sktadowa i
kilka niewielkich komponentéw.
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@ Model E-R ma jednak pewne wady ktére powoduja, ze nie
nadaje sie do symulowania graféw empirycznych

@ Po pierwsze, grafy E-R nie przejawiaja struktury lokalnej, nie
posiadaja dobrze zdefiniowanych o$rodkéw i skupisk

o Grafy empiryczne nie przejawiaja rozktadu dwumianowego w
histogramach stopni wierzchotkéw...

o Grafy empiryczne s3 rzadkie, czesto na tyle rzadkie, ze
odpowiadajacy graf E-R nie jest nawet spdjny

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe



W00z,
% Grafy empiryczne
% Y

ToRu¥

Model Small World Network (Watts-Strogatz)

o Grafy empiryczne maja czesto doé¢ dziwne cechy. Pomimo iz
znaczna wiekszo$¢ potaczen jest lokalnych (graf dziedziczy
pewng strukture odlegtosci), to $rednia dtugos¢ drogi liczona
w iloéci krawedzi miedzy dowolng parg wierzchotkéw jest
bardzo niewielka, znacznie mniejsza niz w petni lokalnym
grafie

@ Witasnos¢ ta zostata zaobserwowana przez socjologéw w
strukturze znajomosci w spoteczenstwie ludzkim, nosi nazwe
fenomenu szesciu usciskéw dfoni [Travers & Milgram, 1969]

o Okazuje sig, ze przecietnie pomiedzy dowolnymi dwoma
osobami na Swiecie istnieje tancuch szesciu oséb ktére
uscisnety sobie dtonie

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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Model Small World Network (Watts-Strogatz)

e W 1998 roku Watts i Strogatz [Watts & Strogatz, 1998]
zauwazyli, iz pewien bardzo prosty proces losowy prowadzi do
powstania dobrze zlokalizowanych sieci z niewielkg $rednia
odlegtosciag miedzy wierzchotkami

@ Model sprowadza sie do nastepujacego algorytmu:

e Zacznij od zlokalizowanej sieci, np. kraty lub pierScienia w
ktérym kazdy wierzchotek potaczony jest z kilkoma
najblizszymi sasiadami

o Nastepnie losowo pozamieniaj wierzchotki startowe pewnej
ilosci krawedzi

o Jak sie okazuje, wystarczy zaingerowaé w kilka procent
krawedzi, aby $rednia odlegto$¢ dramatycznie spadta, przy
zachowaniu "lokalnosci”

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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Model Small World Network (Watts-Strogatz)

Rysunek: Od grafu zlokalizowanego (po lewo) do grafu losowego (prawo).
Sieci matego $wiata s3 blisko graféw lokalnych, jednak niewielka ilo$¢ losowych
potaczen istotnie skraca Srednia droge miedzy wierzchotkami.

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe



W00z,
% Grafy empiryczne
% Y

ToRu

Prawa potegowe w rozktadach stopni wierzchotkéw

o Kolejna cechga sieci empirycznych ktéra wraz z rozwojem
badan komputerowych zaczeta sie wytaniaé to prawa
potegowe w rozktadach stopni wierzchotkéw

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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Prawa potegowe w rozktadach stopni wierzchotkéw

o Kolejna cechga sieci empirycznych ktéra wraz z rozwojem
badan komputerowych zaczeta sie wytaniaé to prawa
potegowe w rozktadach stopni wierzchotkéw

@ Innymi stowy przecietnie ilo$¢ wierzchotkdéw stopnia k jest
proporcjonalna do k~Y dla pewnego v

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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Prawa potegowe w rozktadach stopni wierzchotkéw

o Kolejna cechga sieci empirycznych ktéra wraz z rozwojem
badan komputerowych zaczeta sie wytaniaé to prawa
potegowe w rozktadach stopni wierzchotkéw

@ Innymi stowy przecietnie ilo$¢ wierzchotkdéw stopnia k jest
proporcjonalna do k~Y dla pewnego v

@ Prawa potegowe w wielu miejscach byty znane juz wczesniej
duzo wczesniej. [Lotka, 1926] odkryt prawo potegowe w
ilosci cytowan w indeksie abstraktéw chemicznych.

[Zipf, 1932] badat czestosci wystepowania stéw w jezyku
angielskim (prawo Zipfa). [Simon, 1955] badat prawa
potegowe w wielu dziedzinach, miedzy innymi rozktadzie
rozmiaréw miast amerykanskich itp.

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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Sieci empiryczne

Do tej pory odkryto iz wiele sieci empirycznych spetnia prawo
potegowe w rozktadzie stopni wierzchotkéw:
o WWW [Albert et al. , 1999],
@ Internet na poziomie routeréw
[Albert et al. , 2000, Faloutsos et al. , 1999],
Sie¢ wspotpracy naukowej i artystycznej
[Barabasi et al. , 2002, Barabasi & Albert, 1999],
Sie¢ cytowan [Redner, 1998],
Sieci ekologiczne [Montoya & V., 2002],
Sieci lingwistyczne [i Cancho & Solé, 2001]
Sieci metabolizmu [Bhalla & lyengar, 1999, Jeong et al. , 2000]
Sieci potaczen telefonicznych
[Abello et al. , 1998, Aiello et al. , 2000]
o | wiele innych [Albert & Barabasi, 2002].

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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Kontrowersje

W pracy [Li et al. , 2005] autorzy wskazuja na liczne btedy
metodologiczne popetniane przy badaniu struktur grafu.
@ Zaleznos¢ miedzy gestoscig a dystrybuanta rozktadu dotyczy
rozktaddw ciagtych, przy dyskretnych prébkach gestos$¢ nie jest
dobrze zdefiniowana.
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W00z, enomen matego éwiata - sieci Small Worl
Q%, 2 Grafy empiryczne g o £
% g Kontrowersje zwiazane z metodologlq
ZJ » Co to jest sie¢ bezskalowa

ToRu

Kontrowersje

W pracy [Li et al. , 2005] autorzy wskazuja na liczne btedy
metodologiczne popetniane przy badaniu struktur grafu.

@ Zaleznos¢ miedzy gestoscig a dystrybuanta rozktadu dotyczy
rozktaddw ciagtych, przy dyskretnych prébkach gestos$¢ nie jest
dobrze zdefiniowana.

o Wielu badaczy przyjmuje pojawienie sie linii prostej na wykresie
log-log czestotliwosci wystepowania danych obiektéw jako
nieomylna oznake prawa potegowego. Moze to jednak by¢
zdradliwe, ze wzgledu na grupowanie przy zliczaniu histogramoéw.

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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Kontrowersje

W pracy [Li et al. , 2005] autorzy wskazuja na liczne btedy
metodologiczne popetniane przy badaniu struktur grafu.

@ Zaleznos¢ miedzy gestoscig a dystrybuanta rozktadu dotyczy
rozktaddw ciagtych, przy dyskretnych prébkach gestos$¢ nie jest
dobrze zdefiniowana.

o Wielu badaczy przyjmuje pojawienie sie linii prostej na wykresie
log-log czestotliwosci wystepowania danych obiektéw jako
nieomylna oznake prawa potegowego. Moze to jednak by¢
zdradliwe, ze wzgledu na grupowanie przy zliczaniu histogramoéw.

o / tego wzgledu nalezy raczej patrze¢ na dystrybuante empirycznga,
ktéra prezentuje oryginalne dane (bez grupowania) i jest bardziej
stabilna. Tam wyniki pewnych obserwacji moga by¢ zupetnie inne!

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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Rysunek: Ztoliwie wygenerowane dane [Li et al. , 2005]. Niebieskie pochodza z
rozktadu potegowego, czarne z wyktadniczego (gérne wykresy prezentuja dane
kumulacyjnie). Dwa dolne wykresy prezentuja wykresy czestotliwo$ci wystepowania

elementéw (histogramy), w ktérych btednie wynika, Zze czarne dane spetniaja prawo
potegowe, niebieskie zas zdaja sie by¢ wyktadnicze.

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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Czym zatem jest sie¢ bezskalowa?

1

Barabasi i Albert w swojej pracy uzyli sformutowania: " a common
property of many large networks is that the vertex connectivities
follow a scale-free power-law distribution”. Istotnie prawo
potegowe jest niezmiennikiem skali uktadu stad pojawito sie
pojecie bezskalowo$ci. Jednak w wielu innych pracach zaczety sie
pojawia¢ wiasnosci przypisywane sieciom bezskalowym, ktére nie
koniecznie maja co$ wspdlnego z rozktadem stopni wierzchotkéw:

@ Sieci bezskalowe maja silnie potaczone "huby” ktére sa
krytyczne dla facznosci sieci, w zwigzku z tym sg podatne na
celowany atak (pieta Achillesowa Internetu -

[Albert et al. , 2000])

@ Sieci bezskalowe s3 samopodobne

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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Model Barabasi-Albert

W 1999 roku [Barabasi & Albert, 1999] zaproponowali model oparty
o dwie zasady: przyrost i preferencyjne dotaczanie (preferential
attachment). Ich model wyglada nastepujaco:

@ Rozpocznij proces od pewnego niewielkiego zbioru wierzchotkéw
(zazwyczaj jednego).

o W kazdym kroku dodaj jeden wierzchotek i dotacz do juz
istniejagcych dajac preferencje tym ktérzy juz maja dobra
tacznos¢ (prawdopodobienistwo dodania krawedzi do wierzchotka
v jest proporcjonalne do aktualnego stopnia d, ). llos¢
dodawanych w kazdym kroku krawedzi jest parametrem modelu
m.

Taki mechanizm prowadzi do powstania sieci, ktérej rozktad stopni
wierzchotkéw spetnia prawo potegowe z wyktadnikiem y = 3.

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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Argumentacja:
@ Zauwazmy, ze wierzchotki o wysokim stopniu zdobywaja
krawedzie szybciej niz inne. W kroku t wierzchotek i o
stopniu k; zdobywa w przyblizeniu:

ki k; ki
m=—71_ . m=2 2
2 ki T mee T 2t )
krawedzi.
@ Traktujac k; jako funkcje ciggta mamy
oki ki
T, ®)

Rozwiazujac ze wzgledu na t dostajemy k;(t) = m+/t/t; gdzie
t; oznacza moment w ktérym wierzchotek i zostat dodany do
sieci.
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Argumentacja:
@ Zauwazmy, ze wierzchotki o wysokim stopniu zdobywaja
krawedzie szybciej niz inne. W kroku t wierzchotek i o
stopniu k; zdobywa w przyblizeniu:

ki k; ki
m=—1_ . m=2 2
Sk 2mee T 2 )
krawedzi.
@ Traktujac k; jako funkcje ciggta mamy
oki ki
T, ®)

Rozwiazujac ze wzgledu na t dostajemy k;(t) = m+/t/t; gdzie
t; oznacza moment w ktérym wierzchotek i zostat dodany do
sieci.
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Argumentacja:
@ Zauwazmy, ze wierzchotki o wysokim stopniu zdobywaja
krawedzie szybciej niz inne. W kroku t wierzchotek i o
stopniu k; zdobywa w przyblizeniu:

ki k; ki
m=—71_ . m=2 2
2 ki T mee T 2t )
krawedzi.
@ Traktujac k; jako funkcje ciggta mamy
oki ki
ot 2t (3)

Rozwiazujac ze wzgledu na t dostajemy k;(t) = m+/t/t; gdzie
t; oznacza moment w ktérym wierzchotek i zostat dodany do
sieci.
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Argumentacja:
@ Zauwazmy, ze wierzchotki o wysokim stopniu zdobywaja
krawedzie szybciej niz inne. W kroku t wierzchotek i o
stopniu k; zdobywa w przyblizeniu:

ki k; ki
m=—71_ . m=2 2
2 ki T mee T 2t )
krawedzi.
@ Traktujac k; jako funkcje ciggta mamy
oki ki
T, ®)

Rozwiazujac ze wzgledu na t dostajemy k;(t) = m+/t/t; gdzie
t; oznacza moment w ktérym wierzchotek i zostat dodany do
sieci.
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@ Mozemy oszacowaé prawdopodobienstwo, ze wierzchotek i ma
mniej niz k sasiadéw:

P(k; < k) = P(t; > m*t/k?) (4)

(iloé¢ sasiadéw zalezy wytacznie od czasu w ktérym
wierzchotek zostat dodany do sieci)

@ Zaktadajac, ze wierzchotki s3 dodawane do sieci jednostajnie
mamy:

m2t

P(t; 2t/k>) =1—P(t; < m*t/k*)=1— ——

(5)

gdzie mg jest poczatkows iloscia wierzchotkéw (e.g. mg = 1).
Dla duzych graféw t/(t + mg) ~ 1.
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@ Mozemy oszacowaé prawdopodobienstwo, ze wierzchotek i ma
mniej niz k sasiadéw:

P(ki < k) = P(t; > m°t/k?) (4)

(iloé¢ sasiadéw zalezy wytacznie od czasu w ktérym
wierzchotek zostat dodany do sieci)

@ Zaktadajac, ze wierzchotki s3 dodawane do sieci jednostajnie
mamy:

m2t

P(t; 2t/k>) =1—P(t; < m*t/k*)=1— ——

(5)

gdzie mg jest poczatkows iloscia wierzchotkéw (e.g. mg = 1).
Dla duzych graféw t/(t + mg) ~ 1.
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@ Mozemy oszacowaé prawdopodobienstwo, ze wierzchotek i ma
mniej niz k sasiadéw:

P(k; < k) = P(t; > m*t/k?) (4)

(iloé¢ sasiadéw zalezy wytacznie od czasu w ktérym
wierzchotek zostat dodany do sieci)

@ Zaktadajac, ze wierzchotki s3 dodawane do sieci jednostajnie
mamy:

m2t

P(t; > m*t/k*) =1—P(t; < m*t/k*) =1— 5 ——
(ti > m~t/k?) (ti < m°t/k) 20t mo)

(5)

gdzie mg jest poczatkows iloscia wierzchotkéw (e.g. mg = 1).
Dla duzych graféw t/(t + mg) ~ 1.
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@ Aby otrzymadé gesto$¢ prawdopodobienstwa rézniczkujemy
dystrybuante:

OP(ki(t)< k) 0 m?t
ok ok (1_ ) (6)

Plky=———— =
( ) kz(t + mg)
@ Ostatecznie mamy:
2m?
K3
zatem y = 3 i jest niezalezna od m i t.

%

P(k) (7)
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@ Aby otrzymadé gesto$¢ prawdopodobienstwa rézniczkujemy
dystrybuante:

OP(ki(t)< k) @ m?t
Pkl=——"——=—(1— 55—

(k) 0k 0k k2(t + mg) (6)
@ Ostatecznie mamy:
2m?
K3
zatem y = 3 i jest niezalezna od m i t.

P(k)

%

(7)
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@ Aby otrzymadé gesto$¢ prawdopodobienstwa rézniczkujemy
dystrybuante:

OP(ki(t)< k) 0 m?t
ok ok (1_ ) (6)

Plk)=——F——=
(k) kz(t + mg)
@ Ostatecznie mamy:
2m?
K3
zatem y = 3 i jest niezalezna od m i t.

Q

P(k) (7)
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Model General Random Graph - GRG

@ Model Barabasi-Albert jest prosty w symulowaniu jednak ze
wzgledu na swdj przyrost catkowicie nie pasuje do narzedzi
probabilistycznych rozwinietych przy badaniu modelu
Erdésa-Rényi
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Model General Random Graph - GRG

@ Model Barabasi-Albert jest prosty w symulowaniu jednak ze
wzgledu na swdj przyrost catkowicie nie pasuje do narzedzi
probabilistycznych rozwinietych przy badaniu modelu
Erdésa-Rényi

@ Tutaj bardziej przydatny okazat sie generalny model grafu
losowego (GRG) w ktérym mozemy zadal przestrzen
probabilistyczng graféw poprzez podanie oczekiwanego
rozktadu wierzchotkéw.

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe



iC

wdoge,
SN
% g Wyniki teoretyczne
SO

ToRu¥

Model General Random Graph - GRG

@ Model Barabasi-Albert jest prosty w symulowaniu jednak ze
wzgledu na swdj przyrost catkowicie nie pasuje do narzedzi
probabilistycznych rozwinietych przy badaniu modelu
Erdésa-Rényi

@ Tutaj bardziej przydatny okazat sie generalny model grafu
losowego (GRG) w ktérym mozemy zadal przestrzen
probabilistyczng graféw poprzez podanie oczekiwanego
rozktadu wierzchotkéw.

@ Podobnie jak w przypadku modelu Erdésa-Rényi taka
przestrzen rozpieta jest na zbiorze wszystkich graféw n
wierzchotkowych, miara jednak jest skupiona wokét graféw o
rozktadzie stopni zblizonym do danego.
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Model General Random Graph - Oznaczenia

@ W= (wy, Wy, ..., w,) - oczekiwany rozktad stopni
wierzchotkéw (wektor) parametr modelu
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Model General Random Graph - Oznaczenia

@ W= (wy, Wy, ..., w,) - oczekiwany rozktad stopni
wierzchotkéw (wektor) parametr modelu

o w= % - Sredni oczekiwany rozktad stopni wierzchotkéw

modelu
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Model General Random Graph - Oznaczenia

@ W= (wy, Wy, ..., w,) - oczekiwany rozktad stopni
wierzchotkéw (wektor) parametr modelu

o w= % - Sredni oczekiwany rozktad stopni wierzchotkéw

modelu

~ Y w?  Ywr o . . .
o w= = & - $rednia drugiego rzedu oczekiwanego

stopnia wierzchotka
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Model General Random Graph - Oznaczenia

@ W= (wy, Wy, ..., w,) - oczekiwany rozktad stopni
wierzchotkéw (wektor) parametr modelu

2w
n

modelu

2 2
~ wW? W? , . . .
o W=2x - = ZW' - Srednia drugiego rzedu oczekiwanego

stopnia wierzchotka

o w= - Sredni oczekiwany rozktad stopni wierzchotkéw

@ G(w) - przestrzen probabilistyczna graféw o oczekiwanym
rozktadzie stopni w
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Model General Random Graph - Oznaczenia

@ W= (wy, Wy, ..., w,) - oczekiwany rozktad stopni
wierzchotkéw (wektor) parametr modelu

o w= Z - Sredni oczekiwany rozktad stopni wierzchotkéw
modelu
~ 2 2 . . .

°ow= ZVVVV'I_ = ZWW' - érednia drugiego rzedu oczekiwanego

stopnia wierzchotka

@ G(w) - przestrzen probabilistyczna graféw o oczekiwanym
rozktadzie stopni w

@ G € G(w) instancja grafu wylosowanego z G(w)
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Model General Random Graph - Oznaczenia

@ W= (wy, Wy, ..., w,) - oczekiwany rozktad stopni
wierzchotkéw (wektor) parametr modelu

o w= % - Sredni oczekiwany rozktad stopni wierzchotkéw
modelu

2 2
~ wW? W? , . . .
o W=2x - = ZW' - Srednia drugiego rzedu oczekiwanego

stopnia wierzchotka

@ G(w) - przestrzen probabilistyczna graféw o oczekiwanym
rozktadzie stopni w

@ G € G(w) instancja grafu wylosowanego z G(w)

@ d; - faktyczny stopien wierzchotka i w instancji G
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Model General Random Graph - Oznaczenia

@ W= (wy, Wy, ..., w,) - oczekiwany rozktad stopni
wierzchotkéw (wektor) parametr modelu

o w= % - Sredni oczekiwany rozktad stopni wierzchotkéw
modelu
~ Y w?  Ywr o . . .

o w =TI =%" -3rednia drugiego rzedu oczekiwanego

stopnia wierzchotka

@ G(w) - przestrzen probabilistyczna graféw o oczekiwanym
rozktadzie stopni w
@ G € G(w) instancja grafu wylosowanego z G(w)

@ d; - faktyczny stopien wierzchotka i w instancji G
o d=2d

== faktyczna érednia stopni wierzchotkéw w instancji G
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Model General Random Graph - Oznaczenia

~ 2 2
e d= ZZ", = def - faktyczna $rednia drugiego rzedu stopnia

wierzchotka w instancji G
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Model General Random Graph - Oznaczenia

~ 2 2

e d= ZZ"/, = def - faktyczna $rednia drugiego rzedu stopnia
wierzchotka w instancji G

® vol(S) =} s dx - objetos¢ (volume) zbioru S wierzchotkéw

w instancji G
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Model General Random Graph - Oznaczenia

o d= Z‘j = de’? - faktyczna $rednia drugiego rzedu stopnia
wierzchotka w instancji G

® vol(S) =} s dx - objetos¢ (volume) zbioru S wierzchotkéw
w instancji G

o VoI(S) =) , 5wy - oczekiwana objetos¢ zbioru S

wierzchotkéw w G(w)
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Model General Random Graph - Oznaczenia

~ 2 2

e d= ZZ"/, = def - faktyczna $rednia drugiego rzedu stopnia
wierzchotka w instancji G

® vol(S) =} s dx - objetos¢ (volume) zbioru S wierzchotkéw
w instancji G

o VoI(S) =) , 5wy - oczekiwana objetos¢ zbioru S
wierzchotkéw w G(w)

® voh(S) =) .cs d? - objeto$¢ drugiego rzedu zbioru S
wierzchotkéw w instancji G
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Model General Random Graph - Oznaczenia

~ 2 2
d= ZZ", = def - faktyczna $rednia drugiego rzedu stopnia

wierzchotka w instancji G

® vol(S) =} s dx - objetos¢ (volume) zbioru S wierzchotkéw
w instancji G

o VoI(S) =) , 5wy - oczekiwana objetos¢ zbioru S
wierzchotkéw w G(w)

® voh(S) =) .cs d? - objeto$¢ drugiego rzedu zbioru S
wierzchotkéw w instancji G

o Voh(S) =3 ,cs w?2 - oczekiwana objetoé¢ drugiego rzedu
zbioru S wierzchotkéw w G(w)
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Jak wylosowa¢ graf z G(w) ?

o Kazdej krawedzi z i do j przypisujemy prawdopodobienstwo

sw;w; (zaktadamy, ze graf jest nieskierowany) gdzie s = Z.lw-

o Wybieramy krawedzie z odpowiednimi prawdopodobienstwami,
otrzymujemy instancje G

@ Zgodnie z przewidywaniami oczekiwany stopien wierzchotka i
wynosi:

n n n
st,-wjzl/ ZVVJ' 'ZWfM/j:Wi (8)
j=1 j=1 j=1

@ Aby to wszystko dziatato trzeba zatozy¢
W2ay = max; w? < 3, wy

max
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Jak wylosowa¢ graf z G(w) ?

o Kazdej krawedzi z i do j przypisujemy prawdopodobienstwo

sw;w; (zaktadamy, ze graf jest nieskierowany) gdzie s = Z.lw-

o Wybieramy krawedzie z odpowiednimi prawdopodobienstwami,
otrzymujemy instancje G

@ Zgodnie z przewidywaniami oczekiwany stopien wierzchotka i
wynosi:

@ Aby to wszystko dziatato trzeba zatozy¢
W2ay = max; w? < 3, wy

max
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Jak wylosowa¢ graf z G(w) ?

o Kazdej krawedzi z i do j przypisujemy prawdopodobienstwo

sw;w; (zaktadamy, ze graf jest nieskierowany) gdzie s = Z.lw-

o Wybieramy krawedzie z odpowiednimi prawdopodobienstwami,
otrzymujemy instancje G

@ Zgodnie z przewidywaniami oczekiwany stopien wierzchotka i
wynosi:

n n n
st,-wjzl/ ZVVJ' 'ZWfM/j:Wi (8)
j=1 j=1 j=1

@ Aby to wszystko dziatato trzeba zatozy¢
W2ay = max; w? < 3, wy

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe



‘\\C‘O@ Model Barabasi-Albert
Q%’ % Model General Random Graph - GRG

% g Wyniki teoretyczne n

ToRu¥

Podstawowe wtasnoéci GRG

o G(w) w ktérym w = (pn, pn, ..., pn) odpowiada doktadnie
modelowi Erdésa-Rényiego dla prawdopodobienstwa krawedzi
p.
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Podstawowe wtasnoéci GRG

o G(w) w ktérym w = (pn, pn, ..., pn) odpowiada doktadnie
modelowi Erdésa-Rényiego dla prawdopodobienstwa krawedzi
p.

°

- Voh(G) ~  voh(G)
w=———=orazd =

Vol (G) vol(G) )
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Podstawowe wtasnoéci GRG

o G(w) w ktérym w = (pn, pn, ..., pn) odpowiada doktadnie
modelowi Erdésa-Rényiego dla prawdopodobienstwa krawedzi

p.
° Voh(G) h(G)
~ Olp > VOlp
"= Vel(6) 7= i) )
e Ktadac
Gy = 2L (10)
dx

mozemy zauwazyé, ze wazona suma:

Yedede Y 3 dk voh(G) -
S,d wol(G) wvol(G) d (11)
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Losowy graf z prawem potegowym

@ Mozemy wykorzysta¢ model GRG do generowania losowego
grafu o spodziewanym rozktadzie wierzchotkdéw spetniajacym
prawo potegowe z wyktadnikiem y.

@ Zauwazmy, iz wtedy liczba y wierzchotkéw o stopniu x
spetnia réwnanie:

logy = o« — vy log x (12)

dla pewnego «. Innymi stowy

(videg(v) = )i ~ y = < (13)

o Jak dobrze zadaé w?
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@ Zauwazmy, ze maksymalny stopief grafu wynosi co najwyzej
ey bo0 < logy =a—vlogx.

@ lloé¢ wierzchotkéw w docelowym grafie mozna obliczy¢

nastepujaco:
e . |Cv)eedyy>1
e
n=2 5% “f‘ gdyy=1 (14)
x=1 ey

= gdy 0<vy<1

gdzie ((t) =Y 77, # jest funkcja Zeta Riemanna.
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@ Analogicznie mozna wyliczy¢ ilo$¢ krawedzi:

.8 30y —1e™ gdy vy > 2
1 e"‘ 1 x d
= — — ) T :2
E=5) x5 aoe” gdy y (15)
x= % e’ gdy0<y<?2

o W powyzszych rozwazaniach moga pojawic si¢ btedy
wynikajace z zaokragler (ostatecznie stopiefi musi by¢ liczba
catkowita, podobnie jak ilos¢ wierzchotkéw spetniajacych
okreslone warunki). Mozna sobie jednak z tym poradzi¢,
szczegblnie gdy vy > 2.
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@ Analogicznie mozna wyliczy¢ ilo$¢ krawedzi:

.8 30y —1)e* gdy vy > 2
1 e~ Lye* od
= — — ) T :2
E=2D x5 aoe” gdy y (15)
x= % e’ gdy0<y<?2

o W powyzszych rozwazaniach moga pojawic si¢ btedy
wynikajace z zaokragler (ostatecznie stopiefi musi by¢ liczba
catkowita, podobnie jak ilos¢ wierzchotkéw spetniajacych
okreslone warunki). Mozna sobie jednak z tym poradzi¢,
szczegblnie gdy vy > 2.
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@ Analogicznie mozna wyliczy¢ ilo$¢ krawedzi:

.8 30y —1e™ gdy vy > 2
1 eo‘ 1 x d
= — — ) T :2
E=5) x aoe” gdy y (15)
x= % e’ gdy0<y<?2

o W powyzszych rozwazaniach moga pojawic si¢ btedy
wynikajace z zaokragler (ostatecznie stopiefi musi by¢ liczba
catkowita, podobnie jak ilos¢ wierzchotkéw spetniajacych
okreslone warunki). Mozna sobie jednak z tym poradzi¢,
szczegblnie gdy vy > 2.
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@ Ostatecznie aby ustali¢ wektor w potrzebujemy oczekiwanego
$redniego stopnia w oraz zakresu stopni jaki dopuszczamy
(szczegdlnie maksymalny stopien dmax)-

1
@ Mozemy wtedy ustali¢ w; =c-(i+ i) ¥ dlal<i<n

v—1
; _y=2, c_ w(y—2)
gdzie ¢ = y—1wn oraz ip = n | g -1
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@ Ostatecznie aby ustali¢ wektor w potrzebujemy oczekiwanego
$redniego stopnia w oraz zakresu stopni jaki dopuszczamy

(szczegdlnie maksymalny stopien dmax)-
1

@ Mozemy wtedy ustali¢ w; =c- (i+1ip) vIdlal<i<n

v—1
; _y=2, c_ w(y—2)
gdzie ¢ = y—1wn oraz ip = n | g -1
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@ Ostatecznie aby ustali¢ wektor w potrzebujemy oczekiwanego
$redniego stopnia w oraz zakresu stopni jaki dopuszczamy
(szczegdlnie maksymalny stopien dmax)-

1
@ Mozemy wtedy ustali¢ w; =c-(i+ i) ¥ dlal<i<n

—1
. 2 L wiy—2) \Y

~ _
gdzie wn oraz igp =n (dmax(vfl)

— Y=<
Cc = y—1
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WHtasciwosci grafu losowego GRG

@ Badanie losowego grafu rozpoczniemy od naturalnego pytania:

Majac graf G wylosowany z G(w) jaka jest spodziewana
liczba wierzchotkéw o stopniu k7

@ Jest to nietrywialne pytanie mimo, ze explicite zadajemy
oczekiwany rozkfad stopni wierzchotkdéw. Ten jednak daje
nam jedynie przestrzen probabilistyczna, chcemy jednak
poznaé warto$ci oczekiwane pewnych innych parametréw
grafu w tej przestrzeni.

@ Spodziewamy sig, ze jesli nasz graf bedzie miat oczekiwany
rozktad stopni wierzchotkdéw spetniajacy prawo potegowe, to
oczekiwana ilo$¢ wierzchotkéw o stopniu k bedzie
proporcjonalna do k™Y
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Policzmy prawdopodobienstwo, ze wezet v; jest izolowany:

P(v; izolowany) :H(l — w;w;s) (16)
j

—e~ 2iwis 4 O [ w?s? Z w; (17)

—e "+ 0 | wis? Z % (18)

Zaktadamy tutaj, ze w = o(n) co oznacza w;w;s s3 mate. Mozemy
wtedy zapisa¢ 1 — x = e X 4+ O(x?) = e *(1 + O(x?)) dla x = 0.
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Policzmy prawdopodobienstwo, ze wezet v; jest izolowany:

P(v; izolowany) :H(l — wW;w;s) (16)
J

—e 2iwis 4 O [ w?s? Z w; (17)

—e "+ 0 | wis? Z % (18)

Zaktadamy tutaj, ze w = o(n) co oznacza w;w;s s3 mate. Mozemy
wtedy zapisa¢ 1 — x = e X+ O(x?) = e *(1 + O(x?)) dla x = 0.
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Zatem ilo$¢ oczekiwana ilo$¢ izolowanych weztéw wynosi:

E(ilos¢ izolowanych w G) :Z e+ 0| w 52Z W

i

=) e ™+ 0w (20)

2 2
gdzie w = ZW"_ - . Zauwazmy:

(Zw ) _(Zwd)? o
ZI-WI.252ZJ_WJ_2 o = T 2
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Zatem ilo$¢ oczekiwana ilo$¢ izolowanych weztéw wynosi:

E(ilos¢ izolowanych w G) :Z e i+ 0 | w?s? Z W

i

=) e ™+ 0w (20)

gdzie w = %V‘:/’Iz = ZW i Zauwazmy:
2.2 o (Ziw?) _(Zw?) _
LS L = () T T =
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Nastepnie policzmy oczekiwang ilos¢ weztéw o stopniu dokfadnie 1:

E(iloé¢ weztéw stopnia 1 w G) =

= E W,WJS| | — wijws) =

I#

= H(]_—W,'M/J'S)Z% =

i j /

= H(l_WinS)WiZ(WIS'(1+WiW15‘|'(Win5)2‘|’---)) =
7 ) I

- e "iwi+ 0 | w; szzw Z(W15+O(Wl 7s%))
- [
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Nastepnie policzmy oczekiwang ilos¢ weztéw o stopniu dokfadnie 1:

E(iloé¢ weztéw stopnia 1 w G) =

= E W,stl | — wjw;s) =

I#j

— . H(l_WiMS)Z% -

= H(l_WinS)WiZ(WIS'(1+WiW15‘|'(Win5)2‘|’---)) =
7 ) I

- e "iwi+ 0 | w; szzw Z(W15+O(Wl 7s%))
- [
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Nastepnie policzmy oczekiwang ilos¢ weztéw o stopniu dokfadnie 1:

E(iloé¢ weztéw stopnia 1 w G) =

= E W,WJS| | — wijws) =

I#

— I_I(I—W,'VVJ‘S)Z1i/iivv‘l//ilswlS -

i j /

= H(l—WinS)WiZ(W/S'(1+WiW/5+(WiW/5)2+---)) =

i j [

- e "iwi+ 0 | w; szzw Z(W15+O(Wl 7s%))
- [
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Nastepnie policzmy oczekiwang ilos¢ weztéw o stopniu dokfadnie 1:

E(iloé¢ weztéw stopnia 1 w G) =

= E W,WJS| | — wijws) =

I#

= H(]_—W,'M/J'S)Z% =

i j /

= H(l—WinS)WiZ(W/S'(1+WiW/5+(WiW/S)2+---)) =
7 ) I

- (e o w02 ot )| St otuniy
P /
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Nastepnie policzmy oczekiwang ilos¢ weztéw o stopniu dokfadnie 1:

E(iloé¢ weztéw stopnia 1 w G) =

= E W,WJS| | — wijws) =

I#

= H(]_—W,'M/J'S)Z% =

i j /

= H(l—WinS)WiZ(W/S'(1+WiW/5+(WiW/5)2+---)) =

i J /

- e "iwi+ 0 | w; szzw Z(W/5‘|‘O(Wl 7s°))
- [
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:Z e Yiw+ 0 Wszzw Z(W/S+O(WiW,252))
I
:Z e "iw;+ O WS2ZW 1—|—O(W,'ZW252
I

=> | | e ™wi+ O (wPsw) | (1+ O(w;ws))

<1

:Z (e ™w; + O (W?sw) + O(w;ws)) = Z e "w;i+ 0 Z wisw

i
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:Z e "iw;+ O W,-3s2 Z sz Z(W/S + O(W,‘W/252])
j /

i J
:Z e "iw + 0 [ w?s? Z sz 1+ O(w; Z w}s?)
i J ]

=> | | e ™wi+ O (wPsw) | (1+ O(w;ws))

<1

:Z (e ™w; + O (W?sw) + O(w;ws)) = Z e "w;i+ 0 Z wisw

i
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:Z e "w;+ O W,-3s2 Z Wj2 Z(W/S + O(W,'WI252))
' I

i J
:Z e "wi+ 0 W,-3szzwj2 1+O(W,-ZW,252)
i j I

=> | | e ™wi+ O (w'sw) | (1+ O(w;ws))

<1

:Z (e ™w; + O (W?sw) + O(w;ws)) = Z e "w;i+ 0 Z wisw

i
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:Z e Yiw+ 0 Wszzw Z(W/S+O(WiW,252))
I
:Z e "iw;+ O WS2ZW 1—|—O(W,'ZW252
I

:Z e Miw; + O(W,-35|7v) (14 O(w;ws))

<1

:Z (e ™w; + O (W?sw) + O(w;ws)) = Z e "w;i+ 0 Z wisw

i
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:Z e Yiw+ 0 Wszzw Z(W/S+O(WiW,252))
I
:Z e "iw;+ O WS2ZW 1—|—O(W,'ZW252
I

:Z e w4+ O (wPsw) | (14 O(wiws))

<1

:Z (e ™w; + O (W?sw) + O(w;ws)) = Z e "w;i+ 0 Z wisw

i
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:Z e Yiw+ 0 Wszzw Z(W/S+O(WiW,252))
I
:Z e "iw;+ O WS2ZW 1—|—O(W,'ZW252
I

=> | | e ™wi+ O (wPsw) | (1+ O(w;ws))

<1

=Y (e™wi+ O (wlsw) + O(wiws)) = Y e ™wi+0|) wisw

i
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:Z e Yiw+ 0 Wszzw Z(W/S+O(WiW,252))
I
:Z e "iw;+ O WS2ZW 1—|—O(W,'ZW252
I

=> | | e ™wi+ O (wPsw) | (1+ O(w;ws))

<1

=Y (e7™wi+ O (wlsw) + O(wiws)) = ) e ™wi+ 0| > wisw

i
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Analogicznie wyliczamy ilo$¢ wierzchotkéw stopnia doktadnie k:

E (ilos¢ weztéw stopnia k w G) =

— Z 1:[(1 — w;w;s) Z H KVIMV/V,Ijv,s

TCV,|T|=kleT
—w ( W/)ksk ~ ~
:Ze W'Wikizl il + O(WW(k+1))

—Wwi

W 1

Gdzie VNV(k) = Zi WikS.
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Analogicznie wyliczamy ilo$¢ wierzchotkéw stopnia doktadnie k:

E (ilos¢ weztéw stopnia k w G) =

— Z 1:[(1 — w;w;s) Z H KVIMV/V,Ijv,s

TCV,|T|=kleT
—w ( W/)ksk ~ ~
:Ze W'Wikizl il + O(WW(k+1))

—Wwi

W 1

Gdzie VNV(k) = Zi WikS.
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Analogicznie wyliczamy ilo$¢ wierzchotkéw stopnia doktadnie k:

E (ilos¢ weztéw stopnia k w G) =

— Z 1:[(1 — w;w;s) Z H KVIMV/V,Ijv,s

TCV,|T|l=kleT

—wi k! w)k sk .
:Ze 'W,-kZIk:‘l‘O(WW(k+1))

W’W 1

Gdzie VNV(k) = Zi W,-kS.
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Reasumujac, przy zatozeniu, ze w = o(n) spodziewana ilos¢
wierzchotkéw o stopniu k w grafie G € G(w) wynosi:

— Wi,k
e Yiw; 1
Z_/(!+O<k|WW k+2)> (21)
1

Zatézmy teraz, ze sekwencja w spetnia prawo potegowe z

wyktadnikiem v, czyli w; = c(i + io)v%ll. Rozwazmy:

e Wiwk 1 [ 1 (® -1 4
Z —— ~ J e "iwkdi = klj e Y Tk Y dw;
0 +Jo

, k! k! cli=v) !
]
(22)
Oraz zauwazmy
dW' d . — —C B N _C(17Y)
g~ Gl )T = i i) T = ) (23)
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Reasumujac, przy zatozeniu, ze w = o(n) spodziewana ilos¢
wierzchotkéw o stopniu k w grafie G € G(w) wynosi:

— Wi,k
e Yiw; 1
Z_/(!+O<k|WW k+2)> (21)
1

Zatézmy teraz, ze sekwencja w spetnia prawo potegowe z

wyktadnikiem v, czyli w; = c(i + io)v%ll. Rozwazmy:

e Wiwk 1 (% 1 [ —1 4
ZW’zJ e_W"W,-kdi:kIJ e Y Tk Ydw;
0 - Jo

, k! k! cl=v) !
]
(22)
Oraz zauwazmy
dW' d . — —C B N _C(17Y)
g~ Gl )T = i i) T = ) (23)
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Reasumujac, przy zatozeniu, ze w = o(n) spodziewana ilos¢
wierzchotkéw o stopniu k w grafie G € G(w) wynosi:

— Wi,k
e Yiw; 1
Z_/(!+O<k|WW k+2)> (21)
1

Zatézmy teraz, ze sekwencja w spetnia prawo potegowe z

wyktadnikiem v, czyli w; = c(i + io)v%ll. Rozwazmy:

e Wiwk 1 [ 1 (® —1 4
Z —— ~ J e "iwkdi = klj e Y Tk Ydw;
0 +Jo

. k! k! cl=v) !
]
(22)
Oraz zauwazmy
di :EC(I*FIO)Y*l :’]/—1(’+IO)Y71 :ﬁwﬁ/ (23)
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Reasumujac, przy zatozeniu, ze w = o(n) spodziewana ilos¢
wierzchotkéw o stopniu k w grafie G € G(w) wynosi:

— Wi,k
e Yiw; 1
Z_/(!+O<k|WW k+2)> (21)
1

Zatézmy teraz, ze sekwencja w spetnia prawo potegowe z

wyktadnikiem v, czyli w; = c(i + io)v%ll. Rozwazmy:

e Wiwk 1 [ 1 (® —1 4
Z —— ~ J e "iwkdi = klj e Y Tk Ydw;
0 +Jo

, k! k! cl=v) !
]
(22)
Oraz zauwazmy
dil :EC(I-I—IO)V*1 :Y71(/+/0)Y*1 :ﬁwiy (23)
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Reasumujac, przy zatozeniu, ze w = o(n) spodziewana ilos¢
wierzchotkéw o stopniu k w grafie G € G(w) wynosi:

— Wi,k
e Yiw; 1
Z_/(!+O<k|WW k+2)> (21)
1

Zatézmy teraz, ze sekwencja w spetnia prawo potegowe z

wyktadnikiem v, czyli w; = c(i + io)v%ll. Rozwazmy:

e Wiwk 1 [ 1 (® —1 4
Z —— ~ J e "iwkdi = klj e Y Tk Ydw;
0 +Jo

, k! k! cli=v) !
]
(22)
Oraz zauwazmy
d i d —1 - _Y - (171/)
G = el = )T = e (@3)
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Mamy dalej:

Tk o
! oo
—C—J e fthYdt =
o
c’ Tk—v+1) _
=—T(k— 1) = k—Y
il K=y +1) Mk+1)
Dla naturalnych y wida¢ to fatwo:
Mk+1—vy) MNk+1—vy) B
Nk+1)  k-(k—=1)- .. - (k—=y+1)Nk+1—7v)
_ 1 ~ L v

Tke(k—1)- .- (k—y+1) kv
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Mamy dalej:

Tk o
! oo
—C—J e fthYdt =
o
c’ Tk—v+1) _
=—T(k— 1) = k—Y
il K=y +1) Mk+1)
Dla naturalnych y wida¢ to fatwo:
Mk+1—vy) MNk+1—vy) B
Nk+1)  k-(k—=1)- .. - (k—=y+1)Nk+1—7v)
_ 1 ~ L v

Tke(k—1)- .- (k—y+1) kv
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Mamy dalej:

Tk o
! oo
—C—J e [thYdt =
o
c’ Tk—v+1) _
=—T(k— 1) = k—Y
il K=y +1) Mk+1)
Dla naturalnych y wida¢ to fatwo:
Mk+1—vy) MNk+1—vy) B
Nk+1)  k-(k—=1)- .. - (k—=y+1)Nk+1—7v)
_ 1 ~ L v

Tke(k—1)- .- (k—y+1) kv
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Mamy dalej:

Tk o
—C—/Jm “HRYde =
o
c’ Tk—v+1) _
=—T(k— 1) = k—Y
gl K=y D) Mk+1)
Dla naturalnych y wida¢ to fatwo:
Mk+1—vy) MNk+1—vy) B
Nk+1)  k-(k—=1)- .. - (k—=y+1)Nk+1—7v)
_ 1 ~ L v

Tke(k—1)- .- (k—y+1) kv
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Mamy dalej:

Tk o
! oo
—C—J e fthYdt =
o
c’ Tk—v+1) —y
7ﬂr(k7v+1)f M D) k
Dla naturalnych y wida¢ to fatwo:
Mk+1—vy) MNk+1—vy) B
Nk+1)  k-(k—=1)- .. - (k—=y+1)Nk+1—7v)
_ 1 ~ Ly

Tke(k—1)- .- (k—y+1) kv
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Mamy dalej:

Tk o
! oo
—C—J e fthYdt =
o
c’ c'Tlk—vy+1) -~
——T(k— 1)=——— ' kY
il k=y 1) Mkt 1)
Dla naturalnych y wida¢ to fatwo:
Mk+1—vy) MNk+1—vy) B
Nk+1) ke(k—=1)-...-(k—=y+1T(k+1—7v)
1 |

kih=1) - h—ytD) kv
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Niezmienniczo$¢ prawa potegowego

@ Powyzsze rachunki mozemy wykorzysta¢ do pokazania
ciekawego faktu - prawo potegowe jak i wyktadnik sa
zachowane przy wzieciu losowego podgrafu grafu G

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe



iC

W0z, Model Barabési-Albe
Q%, % e a 0 a - GRG
g Wyniki teoretyczne p 4
&5 [tasnosci uogdlnio a s
2 A Niezmienniczo$¢ prawa potegowego

ToRu¥

Niezmienniczo$¢ prawa potegowego

@ Powyzsze rachunki mozemy wykorzysta¢ do pokazania
ciekawego faktu - prawo potegowe jak i wyktadnik sa
zachowane przy wzieciu losowego podgrafu grafu G

@ Rozwazmy dwa sposoby wybierania losowego podgrafu - jeden
poprzez wybranie kazdego wierzchotka z
prawdopodobienstwem p;, drugi poprzez wybranie kazdej
krawedzi z prawdopodobienstwem p; ;
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Niezmienniczo$¢ prawa potegowego

@ Powyzsze rachunki mozemy wykorzysta¢ do pokazania
ciekawego faktu - prawo potegowe jak i wyktadnik sa
zachowane przy wzieciu losowego podgrafu grafu G

@ Rozwazmy dwa sposoby wybierania losowego podgrafu - jeden
poprzez wybranie kazdego wierzchotka z
prawdopodobienstwem p;, drugi poprzez wybranie kazdej
krawedzi z prawdopodobienstwem p; ;

@ Ostatecznie kazda krawedZ podgrafu G zostanie wzieta z
prawdopodobienstwem w;w;sp;p; lub w;w;sp; ; odpowiednio.
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Wyliczmy ilo$¢ wierzchotkéw stopnia doktadnie k w podgrafie G:

E (iloé¢ weztéw stopnia k w podgrafie G) =

W; WS pj,
:;H(l—w,-szpi,j) Z Hl—lle/;Z’u

TCV,ITI=kIeT

k!
e*"""wik

Dodatkowe prawdopodobienstwa wpadaja w notacje O do wyrazéw
mniej znaczacych. Zatem oszacowanie na ilo$¢ wierzchotkéw
stopnia k si¢ nie zmienia!

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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Wyliczmy ilo$¢ wierzchotkéw stopnia doktadnie k w podgrafie G:

E (iloé¢ weztéw stopnia k w podgrafie G) =

:; 1:[(1 —wwspiy) Y]] ivv‘t/ljvﬁ/)sgj

TCV,ITI=kIeT

(D yw)skpl
:Ze ’W,kTJ+O(WW(k+1))

e*W,‘Wik
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Dodatkowe prawdopodobienstwa wpadaja w notacje O do wyrazéw
mniej znaczacych. Zatem oszacowanie na ilo$¢ wierzchotkéw
stopnia k si¢ nie zmienia!

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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Chwila oddechu

o Pokazaliémy, iz w modelu GRG mozna badaé grafy z prawem
potegowym.
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Chwila oddechu

o Pokazaliémy, iz w modelu GRG mozna badaé grafy z prawem
potegowym.

@ Pokazalismy, iz losowy graf z oczekiwanym rozktadem
wierzchotkéw spetniajagcym prawo potegowe istotnie z duzym
prawdopodobienstwem jest takim grafem.

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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Chwila oddechu

o Pokazaliémy, iz w modelu GRG mozna badaé grafy z prawem
potegowym.

@ Pokazalismy, iz losowy graf z oczekiwanym rozktadem
wierzchotkéw spetniajagcym prawo potegowe istotnie z duzym
prawdopodobienstwem jest takim grafem.

@ Pokazalidmy, iz prawo potegowe wraz z wyktadnikiem s3
niezmiennicze przy braniu losowego podgrafu (z duzym
prawdopodobiefistwem). Tutaj pojawia sie wyjasnienie
terminu "bezskalowy".

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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Chwila oddechu

o Pokazaliémy, iz w modelu GRG mozna badaé grafy z prawem
potegowym.

@ Pokazalismy, iz losowy graf z oczekiwanym rozktadem
wierzchotkéw spetniajagcym prawo potegowe istotnie z duzym
prawdopodobienstwem jest takim grafem.

@ Pokazalidmy, iz prawo potegowe wraz z wyktadnikiem s3
niezmiennicze przy braniu losowego podgrafu (z duzym
prawdopodobiefistwem). Tutaj pojawia sie wyjasnienie
terminu "bezskalowy".
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Chwila oddechu

o Pokazaliémy, iz w modelu GRG mozna badaé grafy z prawem
potegowym.

@ Pokazalismy, iz losowy graf z oczekiwanym rozktadem
wierzchotkéw spetniajagcym prawo potegowe istotnie z duzym
prawdopodobienstwem jest takim grafem.

@ Pokazalidmy, iz prawo potegowe wraz z wyktadnikiem s3
niezmiennicze przy braniu losowego podgrafu (z duzym
prawdopodobiefistwem). Tutaj pojawia sie wyjasnienie
terminu "bezskalowy".

@ Czy to juz koniec i mozna i$¢ spac?

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe



iC

wdoge,
NS,
% g Krytyka dotychczasowych pogladéw
% Y

ToRu

Krytyka powszechnych wierzen nt. sieci bezskalowych

W pracy [Li et al., 2005] autorzy wytykaja liczne btedy
popetniane i utrwalane w literaturze na temat sieci bezskalowych
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Krytyka powszechnych wierzen nt. sieci bezskalowych

W pracy [Li et al., 2005] autorzy wytykaja liczne btedy
popetniane i utrwalane w literaturze na temat sieci bezskalowych
@ Autorzy milczaco zaktadaja, iz prawo potegowe w stopniach
wierzchotkéw gwarantuje rozmaite inne cechy, takie jak
istnienie hubdw, podatno$¢ na celowane ataki (mozliwos$¢
rozspdjnienia przez eliminacje hubdéw) itp.
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Krytyka powszechnych wierzen nt. sieci bezskalowych

W pracy [Li et al., 2005] autorzy wytykaja liczne btedy
popetniane i utrwalane w literaturze na temat sieci bezskalowych
@ Autorzy milczaco zaktadaja, iz prawo potegowe w stopniach
wierzchotkéw gwarantuje rozmaite inne cechy, takie jak
istnienie hubdw, podatno$¢ na celowane ataki (mozliwos$¢
rozspdjnienia przez eliminacje hubdéw) itp.
@ Autorzy milczaco zaktadaja, ze sie¢ z hubami jest optymalna
komunikacynie
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Krytyka powszechnych wierzen nt. sieci bezskalowych

W pracy [Li et al., 2005] autorzy wytykaja liczne btedy
popetniane i utrwalane w literaturze na temat sieci bezskalowych
@ Autorzy milczaco zaktadaja, iz prawo potegowe w stopniach
wierzchotkéw gwarantuje rozmaite inne cechy, takie jak
istnienie hubdw, podatno$¢ na celowane ataki (mozliwos$¢
rozspdjnienia przez eliminacje hubdéw) itp.
@ Autorzy milczaco zaktadaja, ze sie¢ z hubami jest optymalna
komunikacynie

@ W szczegdlnosci dosyé powazne btedy metodologiczne zostaty
popetnione przy badaniu Internetu na poziomie routeréw

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe



C0,
Q%’“‘ &,(’ Problemy metodologiczne
2, S-mi 12k bar
g A pbard
% S Krytyka dotychczasowych pogladéw > ma
% Y

ToRu¥

Krytyka powszechnych wierzen nt. sieci bezskalowych

W pracy [Li et al., 2005] autorzy wytykaja liczne btedy
popetniane i utrwalane w literaturze na temat sieci bezskalowych
@ Autorzy milczaco zaktadaja, iz prawo potegowe w stopniach
wierzchotkéw gwarantuje rozmaite inne cechy, takie jak
istnienie hubdw, podatno$¢ na celowane ataki (mozliwos$¢
rozspdjnienia przez eliminacje hubdéw) itp.
@ Autorzy milczaco zaktadaja, ze sie¢ z hubami jest optymalna
komunikacynie

@ W szczegdlnosci dosyé powazne btedy metodologiczne zostaty
popetnione przy badaniu Internetu na poziomie routeréw

@ Prawo potegowe jest traktowane jako gwarancja
samopodobienstwa grafu ze wzgledu na rozmaite kontrakcje,

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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Oznaczenia

Aby przejs¢ do dalszych rozwazan potrzebujemy kilka oznaczen:
Niech D = (di, d>, ..., d,;) bedzie ciggiem liczb takich, Zze tworzy on
ciag stopni wierzchotkéw pewnego grafu (zaktadamy, ze

di1 > dr > ... > dp). Na mocy twierdzenia Erdés’a-Gallai

[Erdés & Gallai, 1960] ciag taki jest ciggiem stopni wierzchotkdw
pewnego grafu o ile:

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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Oznaczenia

Aby przejs¢ do dalszych rozwazan potrzebujemy kilka oznaczen:
Niech D = (di, d>, ..., d,;) bedzie ciggiem liczb takich, Zze tworzy on
ciag stopni wierzchotkéw pewnego grafu (zaktadamy, ze

di1 > dr > ... > dp). Na mocy twierdzenia Erdés’a-Gallai

[Erdés & Gallai, 1960] ciag taki jest ciggiem stopni wierzchotkdw
pewnego grafu o ile:

e Y ! ,d; jest parzyste
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Oznaczenia

Aby przejs¢ do dalszych rozwazan potrzebujemy kilka oznaczen:
Niech D = (di, d>, ..., d,;) bedzie ciggiem liczb takich, Zze tworzy on
ciag stopni wierzchotkéw pewnego grafu (zaktadamy, ze

di1 > dr > ... > dp). Na mocy twierdzenia Erdés’a-Gallai

[Erdés & Gallai, 1960] ciag taki jest ciggiem stopni wierzchotkdw
pewnego grafu o ile:

e Y ! ,d; jest parzyste
o dla kazdego k takiego, ze 1 < k < n— 1 zachodzi:

d < k(k—1)+ Y min(k, d}) (24)
1 Jj=k+1

k
j=

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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Oznaczenia

@ Nastepnie oznaczmy przez Ggy (D) przestrzen wszystkich
graféw o zadanym ciggu stopni wierzchotkdw.
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Oznaczenia

@ Nastepnie oznaczmy przez Ggy (D) przestrzen wszystkich
graféw o zadanym ciggu stopni wierzchotkdw.

@ Zauwazmy, ze moéwimy tu nie o oczekiwanym stopniu, ale o
konkretnym stopniu!

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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Oznaczenia

@ Nastepnie oznaczmy przez Ggy (D) przestrzen wszystkich
graféw o zadanym ciggu stopni wierzchotkdw.

@ Zauwazmy, ze mOwimy tu nie o oczekiwanym stopniu, ale o
konkretnym stopniu!

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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Oznaczenia

@ Nastepnie oznaczmy przez Ggy (D) przestrzen wszystkich
graféw o zadanym ciggu stopni wierzchotkdw.

@ Zauwazmy, ze moéwimy tu nie o oczekiwanym stopniu, ale o
konkretnym stopniu!

o Oczywiscie Gy (D) C G(D) bo Gyy (D) zawiera tylko grafy o
ustalonym stopniu kazdego z wierzchotkéw, zas G(D) zawiera
wszystkie grafy, jedynie skupiajgc miare w ten sposdb, ze
oczekiwany rozktad stopni wynosi D.

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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Oznaczenia

@ Nastepnie oznaczmy przez Ggy (D) przestrzen wszystkich
graféw o zadanym ciggu stopni wierzchotkdw.

@ Zauwazmy, ze moéwimy tu nie o oczekiwanym stopniu, ale o
konkretnym stopniu!

o Oczywiscie Gy (D) C G(D) bo Gyy (D) zawiera tylko grafy o
ustalonym stopniu kazdego z wierzchotkéw, zas G(D) zawiera
wszystkie grafy, jedynie skupiajgc miare w ten sposdb, ze
oczekiwany rozktad stopni wynosi D.

@ Moc Gy (D) jest zaniedbywalnie mata przy mocy G(D), co
nie zmienia faktu, ze dla duzych n jest astronomiczna.

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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Oznaczenia

o W Gg (D) mozemy bardziej precyzyjnie przebadaé jaki moze
by¢ graf o zadanym rozktadzie stopni. W szczegdlnoéci mozna
tu poszukiwac przyktaddéw obalajacych powszechne wierzenia.

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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Oznaczenia

o W Gg (D) mozemy bardziej precyzyjnie przebadaé jaki moze
by¢ graf o zadanym rozktadzie stopni. W szczegdlnoéci mozna
tu poszukiwac przyktaddéw obalajacych powszechne wierzenia.

@ Podobnie jak w innych czeSciach prezentacji ignorujemy
izomorfizmy - to znaczy graf ma rozréznialne wierzchotki

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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Oznaczenia

o W Gg (D) mozemy bardziej precyzyjnie przebadaé jaki moze
by¢ graf o zadanym rozktadzie stopni. W szczegdlnoéci mozna
tu poszukiwac przyktaddéw obalajacych powszechne wierzenia.

@ Podobnie jak w innych czeSciach prezentacji ignorujemy
izomorfizmy - to znaczy graf ma rozréznialne wierzchotki

@ Chwilowo ograniczymy sie do spdjnych graféw prostych. To
znaczne ograniczenie, jednak tak ograniczona przestrzen
Gfix (D) nadal jest bardzo bogata

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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Oznaczenia

o W Gg (D) mozemy bardziej precyzyjnie przebadaé jaki moze
by¢ graf o zadanym rozktadzie stopni. W szczegdlnoéci mozna
tu poszukiwac przyktaddéw obalajacych powszechne wierzenia.

@ Podobnie jak w innych czeSciach prezentacji ignorujemy
izomorfizmy - to znaczy graf ma rozréznialne wierzchotki

@ Chwilowo ograniczymy sie do spdjnych graféw prostych. To
znaczne ograniczenie, jednak tak ograniczona przestrzen
Gfix (D) nadal jest bardzo bogata

@ Zaprezentowane ponizej podejscie jest strukturalne, to znaczy
bedziemy mierzy¢ parametry zalezne o struktury potaczen a
nie jedynie od stopni wierzchotkéw.

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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S-miara

@ Niech G = (V,E)
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S-miara

@ Niech G = (V, E)
o Wprowadzimy nastepuja miare:

s(g)= D> did (25)

(ij)eE

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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S-miara

@ Niech G = (V, E)
o Wprowadzimy nastgpujq miare:

= Y dd (25)

(ij)EE
@ Zauwazmy, ze miara ta jest maksymalizowana w grafie w
ktérym wezty o wysokich stopniach tacza sie z innymi weztami
o wysokich stopniach. Wynika to z faktu, ze dla
agzay>..=apiby = by > ... > b, oraz dowolnej

permutacji a,’( ciggu ax mamy:
aiby + axby + ... + apb, = a{bl + aébg + ...+ a,',b,, >
= a,,bl + an_1b2 + ...+ alb,,

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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S-miara

@ Zauwazmy, ze w zbiorze graféw d-regularnych w ktérych
D =(d,d,...,d) s-miara jest stata
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S-miara

@ Zauwazmy, ze w zbiorze graféw d-regularnych w ktérych
D =(d,d,...,d) s-miara jest stata

@ Przecietny graf Erdésa-Rényi (z odpowiednio wysoka gestoscia
krawedzi) jest "prawie” regularny (rozbiezno$¢ stopni w
stosunku do ich wartosci oczekiwanej zanika wykfadniczo)

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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S-miara

@ Zauwazmy, ze w zbiorze graféw d-regularnych w ktérych
D =(d,d,...,d) s-miara jest stata

@ Przecietny graf Erdésa-Rényi (z odpowiednio wysoka gestoscia
krawedzi) jest "prawie” regularny (rozbiezno$¢ stopni w
stosunku do ich wartosci oczekiwanej zanika wykfadniczo)

e Grafy z prawem potegowym (i zasadniczo wszystkich ktérych
rozktady stopni maja "ciezkie ogony") daja bardzo duzy zakres
mozliwosci wartosci dla s-miary - zatem przestrzen Gy, (D) dla
D spetniajacego prawo potegowe jest "strukturalnie ciekawa”.

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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Graf s-max

@ Przy zadanym D istnieje graf maksymalizujacy miare s
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Graf s-max

@ Przy zadanym D istnieje graf maksymalizujacy miare s

@ Graf ten bedziemy nazywaé smax dla danego D
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Graf s-max

@ Przy zadanym D istnieje graf maksymalizujacy miare s
@ Graf ten bedziemy nazywaé smax dla danego D

@ Istnieje afektywny algorytm konstrukcji s,ax oparty o strategie
zachtanna:
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Graf s-max

@ Przy zadanym D istnieje graf maksymalizujacy miare s
@ Graf ten bedziemy nazywaé smax dla danego D
@ Istnieje afektywny algorytm konstrukcji s,ax oparty o strategie
zachtanna:
e Skonstruuj liste wszystkich mozliwych krawedzi w G sortujac ja
malejaco za wzgledu na d;d;
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Graf s-max

@ Przy zadanym D istnieje graf maksymalizujacy miare s
@ Graf ten bedziemy nazywaé smax dla danego D
@ Istnieje afektywny algorytm konstrukcji s,ax oparty o strategie
zachtanna:
e Skonstruuj liste wszystkich mozliwych krawedzi w G sortujac ja
malejaco za wzgledu na d;d;
e Nastepnie dodawaj po kolei krawedzie do grafu, o ile da sie to
zrobi¢ (czyli do czasu az stopnie d; lub d; osiagna docelowe
wartoéci)?

2Algorytm ten ma pewne subtelnoéci, opisany jest doktadnie w dodatku do
[Li et al. , 2005]
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Graf s-max

o W grafie sp.x wezty o wysokich stopniach t3cza sie z innymi
wezfami o wysokich stopniach, co tworzy silnie
scentralizowang strukture hubdéw podatna na kierowane ataki,
za$ dos¢ odporna na losowy atak (robust yet fragile)
przypisywana sieciom bezskalowym
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Graf s-max

o W grafie sp.x wezty o wysokich stopniach t3cza sie z innymi
wezfami o wysokich stopniach, co tworzy silnie
scentralizowang strukture hubdéw podatna na kierowane ataki,
za$ dos¢ odporna na losowy atak (robust yet fragile)
przypisywana sieciom bezskalowym

@ Znajac warto$¢ spmax mozemy dla kazdego grafu oceni¢ jak
bardzo jest "bezskalowy”

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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Graf s-max

o W grafie sp.x wezty o wysokich stopniach t3cza sie z innymi
wezfami o wysokich stopniach, co tworzy silnie
scentralizowang strukture hubdéw podatna na kierowane ataki,
za$ dos¢ odporna na losowy atak (robust yet fragile)
przypisywana sieciom bezskalowym

@ Znajac warto$¢ spmax mozemy dla kazdego grafu oceni¢ jak
bardzo jest "bezskalowy”

@ Sj strategie konstrukcji graféw o niskim s;,a«. Jak sie okazuje,
pomimo iz np. spetniaja one prawo potegowe, maja catkowicie
inne wiasnosci strukturalne niz te spotykane grafach
"bezskalowych” !
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Graf s-max

o W grafie sp.x wezty o wysokich stopniach t3cza sie z innymi
wezfami o wysokich stopniach, co tworzy silnie
scentralizowang strukture hubdéw podatna na kierowane ataki,
za$ dos¢ odporna na losowy atak (robust yet fragile)
przypisywana sieciom bezskalowym

@ Znajac warto$¢ spmax mozemy dla kazdego grafu oceni¢ jak
bardzo jest "bezskalowy”

@ Sj strategie konstrukcji graféw o niskim s;,a«. Jak sie okazuje,
pomimo iz np. spetniaja one prawo potegowe, maja catkowicie
inne wiasnosci strukturalne niz te spotykane grafach
"bezskalowych” !

@ W szczegdlnosci istnieja uzasadnione podejrzenia iz struktura
Internetu na poziomie routeréw ma relatywnie niska s-miare.
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S-miara jako prawdopodobienstwo

@ Powrdéémy na chwile do modelu GRG i przestrzeni G(D).
Mamy Gy (D) € G(D), zatem G(D) indukuje miare
probabilistyczna na Gy (D).
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iC

wdoge,
NS,
% g Krytyka dotychczasowych pogladéw
% Y

ToRu¥

S-miara jako prawdopodobienstwo

@ Powrdéémy na chwile do modelu GRG i przestrzeni G(D).
Mamy Gy (D) € G(D), zatem G(D) indukuje miare
probabilistyczna na Gy (D).

e Mozemy ta miare uwarunkowac od przynaleznosci Gy (D), w
rezultacie dostajemy miare na tym zbiorze naturalnie
indukowang przez GRG.
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S-miara jako prawdopodobienstwo

@ Powrdéémy na chwile do modelu GRG i przestrzeni G(D).
Mamy Gy (D) € G(D), zatem G(D) indukuje miare
probabilistyczna na Gy (D).

e Mozemy ta miare uwarunkowac od przynaleznosci Gy (D), w
rezultacie dostajemy miare na tym zbiorze naturalnie
indukowang przez GRG.

o Nastepnie zadajemy pytanie, czy losowy graf wybrany z
Grix (D) z prawdopodobienstwem indukowanym przez G(D)
bedzie miat wysoka s-miare ?

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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Dla przejrzystosci oznaczen ustalmy w = D. Bedziemy uzywaé w
w kontekscie oczekiwanych stopni a D w kontekscie danej
konkretnej sekwencji stopni. Dla konkretnego grafu G = (V,E) o
sekwencji stopni D mamy:

H W;w;s H (1—wiw;s) (26)

(ij)€E (iJ)¢E
=5 (23 ;di) H w; Wi H (1 — W,'WjS) = (27)
ieVv (ij)¢E
- 1—wiw;s
_5(2Zidi) HWiw; Hl,jGV( ij ) (28)

icv H(i,j)eE(l_WinS)
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Dla przejrzystosci oznaczen ustalmy w = D. Bedziemy uzywaé w
w kontekscie oczekiwanych stopni a D w kontekscie danej
konkretnej sekwencji stopni. Dla konkretnego grafu G = (V,E) o
sekwencji stopni D mamy:

H W;w;s H (1—wiw;s) (26)

(ij)€E (iJ)¢E
=5 (23 ;di) H w; Wi H (1 — W,'WjS) = (27)
ieVv (ij)¢E
- 1—wiw;s
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icv H(i,j)eE(l_WinS)

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe



W00z,

NS,
% g Krytyka dotychczasowych pogladéw
% Y

ToRu¥

S-miara jako prawdopodobienstwo

Dla przejrzystosci oznaczen ustalmy w = D. Bedziemy uzywaé w
w kontekscie oczekiwanych stopni a D w kontekscie danej
konkretnej sekwencji stopni. Dla konkretnego grafu G = (V,E) o
sekwencji stopni D mamy:

H W;w;s H (1—wiw;s) (26)

(ij)eE (ij)¢E
=P TTw T (1—wiws) = (27)
iev (ij)¢E
- 1— w;w;s
_5(2Zidi)HWiWi HI,]GV( 1YYy ) (28)

eV H(i,j)EE(l_Wijs)
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Dla przejrzystosci oznaczen ustalmy w = D. Bedziemy uzywaé w
w kontekscie oczekiwanych stopni a D w kontekscie danej
konkretnej sekwencji stopni. Dla konkretnego grafu G = (V,E) o
sekwencji stopni D mamy:

H W;w;s H (1—wiw;s) (26)

(ij)€E (iJ)¢E
=5 (23 ;di) H w; Wi H (1 — W,'WjS) = (27)
ieVv (ij)¢E
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S-miara jako prawdopodobienstwo

Dla przejrzystosci oznaczen ustalmy w = D. Bedziemy uzywaé w
w kontekscie oczekiwanych stopni a D w kontekscie danej
konkretnej sekwencji stopni. Dla konkretnego grafu G = (V,E) o
sekwencji stopni D mamy:

H W;w;s H (1—wiw;s) (26)

(ij)€E (iJ)¢E
iev (ij)¢E
. y (]_ — W,'W‘S)
(25 d) H Wiw, I1 JEV f] (28)

eV [ jyeel = wiws)
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S-miara jako prawdopodobienstwo

Logarytmujac dostajemy:

log P(G _2Zdlogs+ZW,Iogw,
iev
+ Z log(1 — w;w;s) — Z log(1 — w;w;s)
ijev (ij)€E

Poniewaz dla G mamy w; = d; mozemy zdefiniowaé

K—2Zdlogs—|—Zdlogd—|— Z log(1 — djdjs)

ieVv ijev

Dla ustalonego D «k jest state.
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Logarytmujac dostajemy:

log P(G —2Zd|ogs+ZW,IogW,
iev
+ Z log(1 — w;w;s) — Z log(1 — w;w;s)
ijev (ij)€E

Poniewaz dla G mamy w; = d; mozemy zdefiniowaé

K—2Zdlogs—|—Zdlogd—|— Z log(1 — djdjs)

ieVv ijev

Dla ustalonego D «k jest state.
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S-miara jako prawdopodobienstwo

Mamy zatem:

log P(G) =K+ Y log(l— sdid)) (29)
(ij)EE

Poniewaz log(1 — a) = a dla |a| << 1 zatem o ile tylko sd;d; sa
mate, mamy:

log P(G)~k+ Y  sdidi=x+s-s(g) (30)
(ij)eE

Zatem grafy o wysokim s(G) w relacji do spax S3 znacznie bardziej
prawdopodobne w modelu GRG!.
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Mamy zatem:

log P(G) =K+ Y log(l— sdid)) (29)
(ij)EE

Poniewaz log(1 — a) = a dla |a| << 1 zatem o ile tylko sd;d; sa
mate, mamy:

log P(G) ~ k + Z sdidj =k +s-s(g) (30)
(ij)EE

Zatem grafy o wysokim s(G) w relacji do spax S3 znacznie bardziej
prawdopodobne w modelu GRG!.

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe



Q%‘ncog,p

2,

% S Krytyka dotychczasowych pogladéw
% Y

ToRu¥

@ Przypomnijmy algorytm tworzenia grafu spax ktéry dodawat
krawedzie w kolejnosci wynikajacej z docelowych stopni
wierzchotkéw
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@ Przypomnijmy algorytm tworzenia grafu spax ktéry dodawat
krawedzie w kolejnosci wynikajacej z docelowych stopni
wierzchotkéw

o Kiedy przypatrzymy sie temu procesowi blizej zauwazymy, iz
jest to deterministyczna wersja preferencyjnego dotaczania, w
ktérej z gbry wiadomo jaki graf ma by¢ rezultatem

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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@ Przypomnijmy algorytm tworzenia grafu spax ktéry dodawat
krawedzie w kolejnosci wynikajacej z docelowych stopni
wierzchotkéw

o Kiedy przypatrzymy sie temu procesowi blizej zauwazymy, iz
jest to deterministyczna wersja preferencyjnego dotaczania, w
ktérej z gbry wiadomo jaki graf ma by¢ rezultatem

@ Odwracajac rozumowanie, model Barabasi-Albert z olbrzymim
prawdopodobiefistwem wyprodukuje graf o duzym s(G) w
relacji do Spmax!

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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@ Przypomnijmy algorytm tworzenia grafu spax ktéry dodawat
krawedzie w kolejnosci wynikajacej z docelowych stopni
wierzchotkéw

o Kiedy przypatrzymy sie temu procesowi blizej zauwazymy, iz
jest to deterministyczna wersja preferencyjnego dotaczania, w
ktérej z gbry wiadomo jaki graf ma by¢ rezultatem

@ Odwracajac rozumowanie, model Barabasi-Albert z olbrzymim
prawdopodobiefistwem wyprodukuje graf o duzym s(G) w
relacji do Spmax!

@ Pojawia sie zatem wyjasnienie ogdlnie panujacych wierzen:
grafy spetniajace prawo potegowe losowane z dwéch
najbardziej popularnych modeli losowych z duzym
prawdopodobiefstwem maja cechy strukturalne
odpowiadajace spmax (huby itp)! Cechy te jednak nie wynikaja
bezposrednio z prawa potegowego!

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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Podsumowanie

@ Scisfa teoria sieci bezskalowych dopiero czeka na
sformutowanie
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Podsumowanie

@ Scisfa teoria sieci bezskalowych dopiero czeka na
sformutowanie

@ W trakcie badan popetniono pewne btedy i zapewne wiele
innych zostanie jeszcze popetfnionych
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Podsumowanie

@ Scisfa teoria sieci bezskalowych dopiero czeka na
sformutowanie

@ W trakcie badan popetniono pewne btedy i zapewne wiele
innych zostanie jeszcze popetfnionych

@ Dziedzina jest trudna do okietznania a narzedzia teoretyczne
stosowane przebiegaja od kombinatoryki, analizy, przez
mechanike statystyczna do rachunku prawdopodobienstwa...
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Podsumowanie

@ Scisfa teoria sieci bezskalowych dopiero czeka na
sformutowanie

@ W trakcie badan popetniono pewne btedy i zapewne wiele
innych zostanie jeszcze popetfnionych

@ Dziedzina jest trudna do okietznania a narzedzia teoretyczne
stosowane przebiegaja od kombinatoryki, analizy, przez
mechanike statystyczna do rachunku prawdopodobienstwa...

o / tego wzgledu jest to ciekawe pole badan...

Filip Pigkniewski Sieci bezskalowe
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