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Grafy losowe, model Erdds'a-Rényi

o Ciekawym z punktu widzenia informatyki jest to jak wyglada
przecietny graf?

@ Sformutowanie to wymaga okreslenia czym jest " przecietny”
graf!

@ Oznacza to zdefiniowanie przestrzeni probabilistycznej, ktérej
elementami beda grafy, oraz zadania pewnej miary na tej
przestrzeni.

e Jak to zrobicé?
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Grafy losowe, model Erdds'a-Rényi

o tatwo zdefiniowal przestrzen wszystkich graféw n
wierzchotkowych i zada¢ na niej miare jednostajna (osobna
kwestig jest problem losowania z tego rozktadu)

o Wszystkich graféw jest jednak nieskonczenie wiele, podobnie
jak liczb rzeczywistych, nie da sie zatem zadawaé na nich
miary poprzez przypisanie kazdemu grafowi skonczonego
prawdopodobienstwa...

@ Mozliwe s3 inne podejscia do stworzenia modelu grafu
losowego, kazdy jednak model moze by¢ inny bo...

@ ... do konca nie wiemy czym jest graf losowy...

Filip Pigkniewski Struktury bezskalowe w rekurencyjnych sieciach neuronowych



iC

Q%’“‘ y & Wstep Grafy losowe, model Erdés’a-
2, \ < P
% gr 1d N rk
NG

Togu®

Grafy losowe, model Erdds'a-Rényi

@ Podstawowym modelem grafu losowego byt od lat model
Erd6s'a-Rényi
[Erdés and Rényi(1959), Erdés and Rényi(1960)]
@ Zakfada on nastepujaca droge wylosowania grafu:
o Ustalamy pewng liczba p € (0,1), wybieramy liczba naturalng
n (losowo)
o Pomiedzy kazda z n? par wierzchotkéw dodajemy krawedz
prawdopodobienstwem p
@ Model E-R jest przyzwoicie losowy, a jednoczesnie na tyle
prosty, iz dato sie go tatwo zbadaé
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Grafy losowe, model Erdds'a-Rényi

@ tatwo sprawdzié, iz histogram stopni wierzchotkéw w modelu
E-R ma rozkfad dwumianowy:

Plaeg(v) = #) = () o1~ p)r* (1)

ktéry zbiega do rozktadu Poissona przy n — oo

@ Warto tez odnotowaé przejscia fazowe w grafach E-R. Dla

p < w graf prawie na pewno nie bedzie spéjny.

(1— E)Inn

Natomlast dla p > praktycznie z pewnoscig bedzie

spojny.
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@ Model E-R ma jednak pewne wady ktére powoduja, ze nie
nadaje sie do symulowania graféw empirycznych

@ Po pierwsze, grafy E-R nie przejawiaja struktury lokalnej, nie
posiadaja dobrze zdefiniowanych o$rodkéw i skupisk

o Grafy empiryczne nie przejawiaja rozktadu dwumianowego w
histogramach stopni wierzchotkéw...
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Model Small World Network (Watts-Strogatz)

o Grafy empiryczne maja czesto do$¢ dziwne cechy. Pomimo iz
znaczna wiekszo$¢ potaczen jest lokalnych (graf dziedziczy
pewng strukture odlegtosci), to $rednia dtugos¢ drogi liczona
w ilosci krawedzi miedzy dowolng parg wierzchotkéw jest
bardzo niewielka, znacznie mniejsza niz w petni lokalnym
grafie

@ Witasnos¢ ta zostata zaobserwowana przez socjologéw w
strukturze znajomosci w spoteczenstwie ludzkim, nosi nazwe
fenomenu szesciu usciskéw dtoni

@ Okazuje sie, ze przecietnie pomiedzy dowolnymi dwoma
osobami na Swiecie istnieje tancuch szesciu oséb ktére
uscisnety sobie dtonie
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Model Small World Network (Watts-Strogatz)

e W 1998 roku Watts i Strogatz [Watts and Strogatz(1998)]
zauwazyli, iz pewien bardzo prosty proces losowy prowadzi do
powstania dobrze zlokalizowanych sieci z niewielka $rednia
odlegtosciag miedzy wierzchotkami

@ Model sprowadza sie do nastepujacego algorytmu:

e Zacznij od zlokalizowanej sieci, np. kraty lub pierScienia w
ktérym kazdy wierzchotek potaczony jest z kilkoma
najblizszymi sasiadami

o Nastepnie losowo pozamieniaj wierzchotki startowe pewnej
ilosci krawedzi

o Jak sie okazuje, wystarczy zaingerowac w kilka procent
krawedzi, aby Srednia odlegto$¢ dramatycznie spadta
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Model Small World Network (Watts-Strogatz)
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Rysunek: Od grafu zlokalizowanego (po lewo) do grafu losowego (prawo).
Sieci matego $wiata s3 blisko graféw lokalnych, jednak niewielka ilo$¢
losowych potaczen istotnie skraca Srednig droge miedzy wierzchotkami.
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Sieci bezskalowe, model Barabasi-Albert

@ Model W-S interpoluje miedzy grafami z lokalna struktura
pofaczen a losowymi grafami E-R

o Wiele graféw empirycznych, pozornie losowych jest raczej
blizej graféw zlokalizowanych niz E-R

@ Sama lokalnosé¢ i niewielka srednia odlegto$¢ to jednak nie
wszystko

@ Wiele empirycznych graféw posiada bardzo specyficzny
rozktad stopni wierzchotkéw, nie przypominajacy rozktadu
dwumianowego
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Sieci bezskalowe, model Barabasi-Albert

0.35

0.30

0.25

0.20

0.15

0.10

0.05

10 12 14

Rysunek: Rozktad stopni wierzchotkéw spotykany w grafach
empirycznych (niebieski) oraz ten spodziewany w duzych grafach
losowych w sensie Erdés'a-Rényi (rézowy)
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Rysunek: Rozktad stopni wierzchotkéw spotykany w grafach
empirycznych (niebieski) oraz ten spodziewany w duzych grafach
losowych w sensie Erdés'a-Rényi (rézowy), wykres logarytmiczny.
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Sieci bezskalowe, model Barabasi-Albert

o Grafy empiryczne okazuja sie posiada¢ rozktad stopni
wierzchotkéw raczej przypominajacy rozktad Pareto, czyli
~ k=7 dla pewnego v > 2.

o Witasciwos¢ ta, nosi nazwe bezskalowosci, gdyz zaréwno mate
jak i duze grafy tego typu parametryzuja sie za pomoca
pewnego 7. Oznacza to, ze rozktad stopni wierzchotkéw
zasadniczo nie rézni sie dla matych i dla duzych instancji.

@ Skoro tak, to oznacza, iz istnieje pewien proces przyrostu,
ktéry z matego grafu bezskalowego tworzy duzy, jednoczesnie
zachowujac parametr prawa potegowego.

@ Przez tadnych pare lat nie byto wiadomo co to za mechanizm.
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Sieci bezskalowe, model Barabasi-Albert

@ W roku 1999 Albert-LaszI6 Barabdsi oraz Reka Albert
zaproponowali model [Barabdsi and Albert(1999)], ktéry w
naturalny sposéb produkuje sie¢ bezskalows.

@ Od czasu tej publikacji posypata sie lawina prac z analizami
rozmaitych graféw, w ktérych obserwuje sie strukture
bezskalowa:

o WWW [Albert et al.(1999)Albert, Jeong, and Barabasi],
o Siec kolaboracji naukowej
[Barabisi et al.(2002)Barabasi, Jeong, Néda, Ravasz, Schubert, and Vicsek
o Sie¢ cytowan [Redner(1998)],
o Sieci ekologiczne [Montoya and V.(2002)],
e Sieci lingwistyczne [i Cancho and Solé(2001)]
e Sieci metabolizmu
[Jeong et al.(2000)Jeong, Tombor, Albert, Oltvai, and Barabdsi]
o | wiele innych [Albert and Barabdsi(2002b)].
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Sieci bezskalowe, model Barabasi-Albert

@ Model B-A jest bardzo prosty:

e Zatézmy, ze mamy juz pewien graf bezskalowy (na poczatku
jeden wierzchotek)

e Dodajemy nowy wierzchotek i taczymy go z juz obecnymi w
ten sposéb, iz preferowane s3 te wierzchotki ktére w
poprzednim grafie miaty wysokie stopnie. Losujemy zatem
pewng ilo$¢ wierzchotkéw z ktérymi nowy zostanie potaczony,
z rozktadu proporcjonalnego do obecnego histogramu stopni
wierzchotkéw.

@ Mozna pokazaé, ze taki model zbiega do grafu bezskalowego z
=3
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Sieci bezskalowe, model Barabasi-Albert

Sieci bezskalowe maja do$¢ ciekawe cechy:

@ Istnieje niewielka ilos¢ weztéw o wysokich stopniach (hubéw)
oraz cata masa weztéw o niskich stopniach

@ S3 dobrze sklasteryzowane, zatem istnieje pewna struktura
lokalna

@ Przejawiaja cechy sieci matego Swiata, ze wzgledu na istnienie
hubdw, Srednia droga miedzy wierzchotkami jest bardzo
niewielka

@ Podobnie jak w zyciu, gdy masz duzo tatwo ci zdoby¢ wiecej.
Gdy twoja praca jest juz cytowana, tatwiej zdoby¢ dalsze
cytowania...
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Rysunek: Grafy: losowy E-R, matego $wiata W-S, bezskalowy B-A. W
przypadku tego ostatniego rzuca sie w oczy wezet skupiajacy wiele
potaczen, i spora liczba dos¢ osamotnionych weztéw.
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Rysunek: Wieksza sie¢ losowa (lewo) i bezskalowa (prawo).
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Rozktad Pareto

@ Rozktady bezskalowe (v = k + 1)to tak zwane rozktady
Pareto o nastepujacych wiasnosciach:

P(X > x) = (X)_k 2)

Xm
gestosci
k
X
f(X7 kaxm) = kXTIl (3)
Wartosci oczekiwanej
kXm
E(X) = 4
(X) = o )
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Rozktad Pareto

@ Rozktady bezskalowe (v = k + 1)to tak zwane rozktady
Pareto o nastepujacych wiasnosciach:

P(X > x) = (X)k )

Xm
gestosci
k
X
f(X7 kaxm) = kXTIl (3)
Wartosci oczekiwanej
kXm
E(X) = 4
(X) = o )
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Rozktad Pareto

@ Rozktady bezskalowe (v = k + 1)to tak zwane rozktady
Pareto o nastepujacych wiasnosciach:

P(X > x) = (X)_k 2)

Xm
gestosci
X
Fx, koxm) = k375 (3)
Wartosci oczekiwanej
kXm
E(X) = 4
(X) = o )
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Rozktad Pareto

@ Rozktady bezskalowe (v = k + 1)to tak zwane rozktady
Pareto o nastepujacych wiasnosciach:

P(X > x) = (X)_k 2)

Xm
gestosci
k
X
f(X7 kaxm) = kXTIl (3)
Wartosci oczekiwanej
kXm
E(X) = 4
() = )
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Rysunek: Rozktad Pareto dla k = 1,2, 3.
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Sieci Neuronowe

@ Sieci neuronowe to dziat informatyki rozwijajacy sie od lat 50
nieco z boku gtéwnego nurtu

o W dziedzinie tej istnieja dwa réwnowazne cele badawcze:
zrozumie¢ w jaki sposéb uktady nerwowe zwierzat i cztowieka
prowadza obliczenia oraz jak t3 sama funkcjonalnos¢ przeniesé
na maszyne Turinga.

@ Inspiracjg wielu koncepcji w sieciach neuronowych sa
nierzadko brutalnie uproszczone modele dziatania neuronéw.
Czesto nawet jesli model pojedynczej jednostki jest bardzo
prosty, uktad wielu takich jednostek posiada ciekawe
mozliwosci.
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Sieci Neuronowe

@ / poczatku sieci neuronowe rozwijaty sie dos¢ wolno, modele
neuronu przypominaty nieco bramki logiczne, wydawato sie
jednak, iz uzyskanie "ludzkiej” inteligencji na komputerze jest
na wyciagniecie reki... pdzniej badania przyspieszyty za$
entuzjazm opadt...

o W latach 70 i 80 XX wieku, w czasie burzliwego rozwoju
informatyki wokét sieci neuronowych pojawity sie dziaty takie
jak machine learning, fuzzy logic, data mining. Dzisiaj mozna
cafa ta dziedzine nazwad soft computing.

@ W poblizu sieci neuronowych pojawita sie nowa dziedzina
neuroscience, ktéra za przedmiot swoich badan objeta neurony
biologiczne
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Neurony

@ Biologiczne neurony pomimo mikroskopijnych rozmiaréw s3
skomplikowanymi urzadzeniami elektrochemicznymi.

o Kazde przekazanie sygnatu elektrochemicznego wiaze sie z
falg skomplikowanych przemian btony komérkowej.

@ W kazdym punkcie btony przemiany te sg opisywane
skomplikowanym réwnaniem rézniczkowym Hodgkina-
Huxleya [Hodgkin and Huxley(1952)].

@ W najwiekszym uproszczeniu mozna przyjaé, iz neuron
przyjmuje sygnaty z dendrytéw i sumuje je. Jesli zsumowany
sygnat przekroczy pewien prég, neuron wzbudza sie, wysytajac
sygnat dalej. To brutalne uproszczenie stato sie¢ podstawa
dziatania perceptronu.
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Réwnania Hodkina-Huxleya:

v
Cnr =
dm
4 =am(V)(1—m)—Bn(V)m

dh
9 V)L~ )~ V)
% — an(V)(1 = n) — Ba(V)n

—g1(V — Vi) — gnamh(V — Vina) — gxn*(V — Vi)
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Rysunek: Przyktadowy przebieg zmian potencjatu na membranie
neuronowej w odpowiedzi na sygnat 6.2 milivolta
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Rysunek: Przyktadowy przebieg zmian przewodnictwa jonéw sodu na
membranie neuronowej w odpowiedzi na sygnat 6.2 milivolta
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Rysunek: Przyktadowy przebieg zmian przewodnictwa jondéw potasu na
membranie neuronowej w odpowiedzi na sygnat 6.2 milivolta
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Perceptron
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Rysunek: Schemat perceptronu, za f mozna wzig¢ funkcje progowa lub
tanh.
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Perceptron

e Pojedynczy perceptron potrafi (po odpowiednim dostosowaniu
wag), rozwigzywaé tak zwane problemy liniowo separowalne.

@ Dziatanie tego prostego mechanizmu sprowadza sie na
wyznaczeniu pfaszczyzny w przestrzeni wejsé
parametryzowanej wagami i progiem.

@ Dla punktéw wejscia znajdujacych sie z jednej strony tej
ptaszczyzny perceptron zwraca 1 (sygnat wzbudzenia), dla
pozostatych -1 (sygnat braku wzbudzenia).

@ Granice decyzji mozna nieco "rozmy¢" poprzez zastosowanie
sigmoidalnej funkcji aktywacji (zamiast progowej)
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Rysunek: Funkcja sigmoidalna, w tym przypadku tangens hiperboliczny.
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Perceptron

Rysunek: Geometryczne przedstawienie zadania realizowanego przez
perceptron.
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Sieci Feed Forward Network

@ Problem liniowo separowalny nie jest niczym ciekawym...

@ Pojedynczy perceptron nie jest zbyt "inteligentny”, ale by¢
moze sita w ilosci?

o Okazuje sie, ze juz sie¢ ztozona z trzech warstw perceptronéw
jest w stanie rozwigza¢ po odpowiednim doborze wag i
progéw dowolny problem klasyfikacji.

@ Jak jednak dobieraé wagi i progi? To zagadnienie nosi nazwe
" problemu uczenia” i wymaga zastosowania "algorytmu
uczenia sieci”

@ Problem w tym, ze do potowy lat 70 XX wieku taki algorytm
dla MLP (multi layer perceptron) nie byt znany...
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Sieci Feed Forward Network

Rysunek: Schemat sieci MLP (Multi Layer Perceptron). Informacja w tej
sieci biegnie z dotu do géry zawsze w jednym kierunku, stad " Feed
forward network” .
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Sieci Feed Forward Network

@ Sposobem na rozwigzanie trudnych problemoéw jest czesto
wyrazenie ich w terminach optymalizacji.

@ Dana sie¢ neuronowa to ostatecznie funkcja zalezna od
parametréw (wag i progéw) ktéra przyktadowi przypisuje
wartos$¢ aktywacji.

@ Zbidr przyktadéw zawiera takze docelowe aktywacje (dlatego
nazwany jest zbiorem treningowym). Zbiér treningowy
powinien by¢ niesprzeczny.

@ Przez Oy (e) oznaczmy aktywacje sieci z macierza wag W
(wektor progéw 6 mozna uwikta¢ w macierz W taczac kazda
jednostke ze sztucznym wejsciem stale réwnym jeden) na
przyktadzie e.
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Algorytm wstecznej propagacji

e Majac pewien zbiér przyktadéw (e, t;) gdzie e; jest wejsciem
do sieci a t; oczekiwanym wyjSciem mozemy wyrazi¢ problem
uczenia sieci w terminach minimalizacji btedu
$redniokwadratowego:

E=>Y|0Ow(e) - til] (5)
i=1

@ Nastepnie aplikujemy algorytm spadku gradientowego na
funkgcji E:

OE

8W/J i=1..nj=1..m
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Algorytm wstecznej propagacji

@ Od tej pory caty problem sprowadza sie do efektywnego policzenia
pochodnej wzgledem wag...

o W ogdlnosci przy wielu tysigcach zmiennych policzenie gradientu
jest bardzo trudne i niestabilne numerycznie...

o Jedli sie¢ ma charakter jednokierunkowy, mozna jednak bardzo
tatwo wyliczy¢ pochodng, poprzez proces w ktérym w odpowiedni
sposéb przesytamy btad jako aktywacje do tytu

@ Algorytm ten nosi nazwe "algorytmu wstecznej propagacji” i jest
bez watpienia peretka

@ Wsteczna propagacje zawdzieczamy Paulowi Werbosowi
[Werbos(1974)], ktéry zaproponowat t3 metode w swojej pracy
doktorskiej w 1974 roku. Algorytm zostat zapomniany i na nowo
odkryty w latach 80 przez Rumelharta, Hintona i Williamsa
[Rumelhart et al.(1986)Rumelhart, Hinton, and Williams].
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Sieci rekurencyjne

@ Uczenie algorytmem wstecznej propagacji o ile w sieci nie ma
potfaczen zwrotnych (rekurencji)

@ Jest to duze ograniczenie, gdyz biologiczne sieci s czesto
prawie catkowicie rekurencyjne...

@ Ta stytuacje wymaga troche innego podejscia, zahaczajacego
o mechanike statystyczng ...
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Sieci rekurencyjne

Rysunek: Przyktad sieci w petni rekurencyjnej. Wtasciwie trudno nawet
okresli¢ ktére jednostki s3 wejSciowe a ktére wyjsciowe. Mozna ustalié, ze
cata sie¢ jest wejSciem i wyjsciem, wtedy wynikiem dziatania sieci moze
by¢ pewien stan réwnowagi.
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Sieci rekurencyjne

e W roku 1982 J. Hopfield [Hopfield(1982)] zaproponowat
prosty model rekurencyjnej sieci neuronowej wraz ze
skutecznym algorytmem uczenia opartym o tak zwang regute
Hebba.

@ Regufa Hebba [Hebb(1949)] byta uzywana juz wczesniej w tak
zwanym uczeniu bez nadzoru

@ Reguta ta sprowadza sie do obserwacji, iz w biologicznych
neuronach synapsy czesto uzywane do wymiany sygnatéw sie
rozrastaja, te za$ ktére nie s3 uzywane zmniejszaja sie.

o W jezyku sztucznych sieci neuronowych ttumaczy sie to na
wzmacnianie potaczen pomiedzy skorelowanymi jednostkami
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Model Hopfielda

@ Sie¢ sktada sie z n jednostek binarnych, kazda jednostka
przyjmuje wartosci ze zbioru {—1,1}

@ Wszystkie jednostki sg potaczone, wagi w uktadzie zadaje
macierz W = [w; ], zaktadamy Zze w;; = 0 oraz w;; = w; ;

@ Z siecia stowarzyszona jest funkcja energetyczna:
1
EZ_Z;Wi’jUiO-j+Zeigi (7)
i<j i

Pierwszy czynnik sumy zalezy od wewnetrznych interakgcji
sieci, drugi zwany jest polem zewnetrznym.
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Model Hopfielda

o W trakcie swojej ewolucji sie¢ startuje ze stanu poczatkowego
a nastepnie w kazdym kroku:
e wybieramy losowo jednostke o;
e obliczamy pole lokalne dla tej jednostki czyli

L= w0 (8)
J
e Sprawdzamy czy ¥; > 0;. Jedli tak, ustawiamy o; = 1, gdy
¥ ; < 0; ustawiamy o; = —1, za$ gdy ¥; = 60; pozostawiamy

sie¢ bez zmian.

e Powyzsza dynamika w wersji asynchronicznej (naraz
uaktualniamy tylko jedna jednostke) nigdy nie zwieksza
globalnej energii uktadu, a zatem zbiega do pewnego
minimum.
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Model Hopfielda

Oznaczmy przez @ stan wyjsciowy sieci, a przez ¢’ stan po dokonaniu
zmiany przez dynamike. Zatézmy, ze zmieniony zostat neuron i:

E(o)-E(7) = —% Z wijoj(0i—0i)=0i(cj—0;) < —(oi—0i)(Ti=0;) < 0

(9)
Jesli zatozymy, ze przy ¥; = 6; nie nastepuje zmiana sieci, to
ostatnia nieréwnos¢ jest ostra. Poniewaz energia jest funkcja
ograniczong, zatem w trakcie dynamiki asynchronicznej osiggany
jest pewne minimum (lokalne). Zatem problem uczenia sieci,
sprowadza sie do odpowiedniego zaprojektowania krajobrazu
energetycznego...
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Model Hopfielda

Oznaczmy przez @ stan wyjsciowy sieci, a przez ¢’ stan po dokonaniu
zmiany przez dynamike. Zatézmy, ze zmieniony zostat neuron i:

B(e")-E(7) = 5 > wijoj(oi—0)~0i{0}—1) < ~(o-0)(Ei~0) < 0

(9)
Jesli zatozymy, ze przy ¥; = 6; nie nastepuje zmiana sieci, to
ostatnia nieréwnos¢ jest ostra. Poniewaz energia jest funkcja
ograniczong, zatem w trakcie dynamiki asynchronicznej osiggany
jest pewne minimum (lokalne). Zatem problem uczenia sieci,
sprowadza sie do odpowiedniego zaprojektowania krajobrazu
energetycznego...
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Model Hopfielda

Oznaczmy przez @ stan wyjsciowy sieci, a przez ¢’ stan po dokonaniu
zmiany przez dynamike. Zatézmy, ze zmieniony zostat neuron i:

E(o)-E(7) = —% > wijoj(ol—0i)—bi(ol—0i) < —(o}—0)(£;=0;) <0
j

(9)
Jesli zatozymy, ze przy ¥; = 6; nie nastepuje zmiana sieci, to
ostatnia nieréwnos¢ jest ostra. Poniewaz energia jest funkcja
ograniczong, zatem w trakcie dynamiki asynchronicznej osiggany
jest pewne minimum (lokalne). Zatem problem uczenia sieci,
sprowadza sie do odpowiedniego zaprojektowania krajobrazu
energetycznego...
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Model Hopfielda

@ Uksztattowanie krajobrazu energetycznego sprowadza sie do
ustalenia macierzy wag

@ Zatézmy, iz chcemy, aby minima energetyczne przypadaty w
okreslonych konfiguracjach wzorcowych I* = {(!}sieci

@ Ustalmy miare podobieﬁstwa konfiguracji sieci o do wzorca

Za,d‘ <ol (10)

@ Ustalmy funkcje energetyczng jako btad Sredniokwadratowy
odtwarzania wzorca:

E(7) = 7NZ (MH (7 (11)
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Model Hopfielda

Wtedy:
-1 1 -1
N S o (Pt
B@) = oy 2 2 oo~ 5P = oy 22 ot (12)
©iy By
Ustalajac:
1 .
52 = wiy (13)
o
Mamy:
-1
E = TZU;UJ'W,'J (14)
i

Zatem wagi zdefiniowane reguta Hebba ustalaja dobry krajobraz
energetyczny.
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Model Hopfielda

Wtedy:
-1 1 -1
N S o (Pt
() = oy 2 2 oo~ 5P = gy 22 ot (12)
©iy By
Ustalajac:
1 .
52 = wiy (13)
o
Mamy:
-1
E = TZU;UJ'W,'J (14)
i

Zatem wagi zdefiniowane reguta Hebba ustalaja dobry krajobraz
energetyczny.
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Model Hopfielda

Wtedy:

~1 1 -1
—\ Iy = _ - PP
E(“)_zi\/zu 2o Goi— 5P =35 Zﬂ 2o (1)
i IJ

Ustalajac:
1 .
52 = wiy (13)
o
Mamy:
-1
E = TZO’,'O'J'W,'J (14)
ij

Zatem wagi zdefiniowane reguta Hebba ustalaja dobry krajobraz
energetyczny.
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Model Hopfielda

Wtedy:

-1 1 -1
—\ __ . ol PR = CHet o
E(7) = 2/\/2# Z, 06 o~ 3P =5y Z; Z. TG (12)
N Loy

Ustalajac:
1 .
52 = wiy (13)
o
Mamy:
-1
E = TZO’,'O'J'W,'J (14)
ij

Zatem wagi zdefiniowane reguta Hebba ustalaja dobry krajobraz
energetyczny.
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Model Hopfielda

Model Euger

@ Sieci Hopfielda maja tendencje do popadania w minima
lokalne, aby tego unikna¢ stosuje sie wersje stochastyczna
dynamiki (maszyna Boltzmanna
[Ackley et al.(1985)Ackley, Hinton, and Sejnowski])

@ Model Hopfielda znajduje zastosowanie w rozpoznawaniu
wzorcéw, a takze jako model prostych uktadéw nerwowych dla
robotéw, biotéw, systemédw agentowych

@ Prawdziwe neurony nie dziataja w sposéb asynchroniczny,
faktycznie za$ przesytajg impulsy ktérych przesuniecia czasowe
moga mie¢ istotne znaczenie dla przetwarzanego sygnatu.

@ Dotychczas wymienione modele neuronowe zupetnie ignoruja
to zjawisko...
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Sieci impulsujace

@ Trzecig generacja modeli neuronowych s3 tak zwane sieci
impulsujace (spiking neural network) opisane obszernie w
[Gerstner and Kistler(2002)].

@ Zagadnienie sprowadza si¢ do mniej lub bardziej doktadnego
modelowania dynamiki btony komérkowej z uwzglednieniem
opdznien i innych czynnikéw wptywajacych na impulsy

@ Najprostsza wersja neuronu impulsujacego jest tzw. integrate
and fire. Neuron catkuje po czasie nadchodzacy sygnat, gdy
catko osiggnie pewien prég, wysyta wtasny sygnat, zerujac
zliczang catke (ewentualnie wchodzac w okres refrakcji
poprzez przyjecie ujemnej wartosci catki).

@ Minimalnym ulepszeniem jest model leaky integrate and fire w
ktérym czes$¢ zbieranego potencjatu umyka
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Dynamiczne sieci impulsujace

@ Model integrate and fire nie przejawia zadnych oscylacji,
tymczasem o neuronach wiadomo, iz ich odpowiedZ impulsowa
nie zalezy jedynie od mocy sygnatu, ale takze od czestotliwosci
i jej synchronizacji z wewnetrznym rytmem komérki.

@ Tego typu przeksztatcenie nie jest realizowalne za pomoca
prostego splotu czy podobnych mechanizméw, wymaga
zastosowania uktadu réwnan rézniczkowych o odpowiednio
bogate] przestrzeni fazowe;j

@ Punktem wyjscia moze by¢ réownanie Hodkina-Huxleya, ktére
pasuje do wynikéw empirycznych, jednak jest ono dos¢é
skomplikowane i (prawdopodobnie) nadmiernie
Sparametryzowane
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Dynamiczne sieci impulsujace

@ Z pewnoscia niezbednym minimum do wygenerowania
oscylacji jest uktad dwdch réwnan rézniczkowych, jedno
okreslajgce odpowiednik potencjatu membrany, oraz drugi
skfadnik wolny, odpowiadajacy przewodnosci kanatéw
jonowych

@ Przestrzenia fazowa takie uktadu jest ptaszczyzna, stan
komorki zatacza na tej ptaszczyznie cykle

@ Nadchodzacy sygnat wejéciowy na biezgco wptywa na
trajektorie uktadu
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Dynamiczne sieci impulsujace

-10

Rysunek: Trajektorie w przestrzeni fazowej pewnego dwu parametrowego
uktadu (lewo), wykres zmian poszczegdlnych parametréw uktadu (prawo).
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Dynamiczne sieci impulsujace

o Uktady dynamiczne, zaleznie od parametréw posiadaja pewne
ulubione czestotliwosci wzbudzajace i inne wygaszajace...

@ Nawet niewielkie pobudzenie trafiajace w neuron w
odpowiednim stanie moze wywota¢ silne pobudzenie
ujawniajace sie szeregiem impulséw

@ Silne wzbudzenie trafiajace w nieodpowiednim momencie
moze mina¢ bez echa...
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Model FitzHugh-Nagumo

Model Eugene Izhlkewcha

@ Réwnania Hodkina-Huxleya s3 skomplikowane i maja duzo
zmiennych. Juz w latach 60-tych XX wieku trwaty prace nad
stworzeniem modelu, ktéry dziedziczytby wiekszo$¢ cech
neurodynamiki, a jednoczesnie aby byt prosty i minimalistyczny

@ Prace te doprowadzity Richarda FitzHugz [FitzHugh(1961),
Nagumo et al.(1962)Nagumo, Arimato, and Yoshizawa] do
ogblnej koncepcji uproszczonego neuronu, dla ktérego nastepnie
zostat podany réwnowazny uktad elektryczny przez Jin-Ichi
Nagumo. Model ten ma ogdlna forme:

Y fvy— Ut
j& (15)
= a(bV — cU)

gdzie f jest wielomianem trzeciego stopnia, a, b, ¢ s3 parametrami
zas$ | jest sygnatem wejSciowym.
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Model Eugene Izhikevicha

Model Eugene Izhikevicha

@ Eksperymentujac z modelem FiztHugh-Nagumo w 2003 roku
Eugene lIzhikevich zaproponowat jeszcze bardziej uproszczony
model [Izhikevich(2003)].

@ Wyraza sie on nastepujacym réwnaniem:

dv

—— =0.04V2+5V +140 - U + |

dt

v (16)
bV — U

] )

Przy czym gdy potencjat V' przekroczy 30mV (impuls), caty
uktad jest resetowany i V :=c¢, U := U + d. Zaleznie od
doboru parametréw a,b,c,d uktad przejawia wszystkie znane
rodzaje aktywnos$ci neuronowej.
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Model Eugene lzhikevicha

M L f X A A
o 100 200 300 400 500 600 700 800 500 1000

Rysunek: Wykres aktywnosci 1000 losowo potaczonych jednostek
Izhikevicha. Wida¢ fazy globalnej synchronizacji. Tego typu
synchronizacje sg zrédtem fal mézgowych.
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Model przeptywowy

o Jak dotychczas dwie dziedziny - grafy losowe oraz sieci neuronowe
rozwijaty sie niezaleznie

@ W 2005 roku wraz z Tomaszem Schreiberem postanowili$my
rozpocza¢ projekt ktéry zwigzatby ze soba te dwie dziedziny

@ Nasze intuicje kierowaty nas na sieci bezskalowe, gdyz mnogos¢
ich wystepowania w naturze sugeruje iz s3 waznym pojeciem

@ Dotychczasowe badania empiryczne biologicznych sieci
neuronowych nie wykazywaty struktury bezskalowej w
potaczeniach
[Amaral et al.(2000)Amaral, Scala, Barthelemy, and Stanley,
Koch and Laurent(1999)]

@ Postanowilismy zbada¢ dlaczego, a jednoczesnie zaprezentowaé
modele Hopfieldo podobne, w ktérych bezskalowo$¢ spontanicznie
sie objawia
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Model przeptywowy

@ PotrzebowaliSmy modelu, ktéry taczytby cechy modelu
Hopfielda i sieci impulsujacych

@ Powinien by¢ szybki, gdyz interesujace nas zjawiska wystepuja
dopiero w instancjach majacych tysigce jednostek

@ Nasz model nie byt tworzony z mysla o rozwigzywaniu
konkretnych probleméw algorytmicznych, raczej jako
fundament syntezy dziedzin

@ Ostatecznie powstat model, ktéry mozna okredli¢ jako
dyskretna sie¢ impulsujaca, nazwaliSmy go roboczo model
przeptywowy
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Model przeptywowy

@ Model sktada sie z n jednostek o; € N, potaczonych losowo z
wagami gaussowskimi.

@ Model wyposazony jest funkcje energetyczng postaci:

_ 1
E(U) 225 E W,'j‘O’,'—UJ" (17)
i#j

@ Dynamika modelu przedstawia sie nastepujaco:
o Losujemy dwie jednostki oj,0;. Sprawdzamy czy o; > 0
o Sprawdzamy czy przeniesienie jednostki potencjatu z o; do o
zmniejsza energie
o Jedli tak, akceptujemy zmiang, w przeciwnym wypadku
przywracamy oryginalny stan
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Rysunek: Schemat modelu przeptywowego, jednostki wymieniaja tokeny
(niebieskie dropsy).
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Rysunek: Schemat modelu przeptywowego, jednostki wymieniaja tokeny
(niebieskie dropsy).
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Rysunek: Schemat modelu przeptywowego, jednostki wymieniaja tokeny
(niebieskie dropsy).
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Rysunek: Schemat modelu przeptywowego, jednostki wymieniaja tokeny
(niebieskie dropsy).
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Rysunek: Schemat modelu przeptywowego, jednostki wymieniaja tokeny
(niebieskie dropsy).
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Model przeptywowy

@ Model przeptywowy w tym sformutowaniu nie rozwiazuje
zadnego konkretnego problemu

@ Dziedziczy cechy modelu Hopfielda, ma asynchroniczna
dynamike

@ Jednoczesnie jest to model impulsujacy, przeptyw jednostki
potencjatu mozna traktowac jako impuls nerwowy

@ Kazda jednostka ma nieograniczony zbidr stanéw zamiast
zbioru {—1,1}
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Model przeptywowy

e tatwo zauwazyé, ze w modelu przeptywowym dodatnie wagi
wspomagaja zgodno$¢ jednostek, ujemne zas niezgodnosé

o Wydaje sie zatem, ze struktura optiméw energetycznych tego
uktadu jest bardzo skomplikowana

@ Tak jednak nie jest, w modelu przeptywowym unikatowym
stanem minimalnej energii jest przypadek w ktérym jedna
jednostka o najlepszej konfiguracji wag wzgledem reszty
przechowuje cata energie

@ Aby tego dowie$¢ potrzebujemy pewnych faktéw i
pomocniczych pojeé
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Model przeptywowy

@ Dla kazdej jednostki o; zdefiniujmy wsparcie nastepujaco:

Si Z:—ZW,'J (18)
J#i

e Wagi w;; byty wylosowane z rozktadu normalnego o wariancji
1 i warto$ci oczekiwanej 0, zatem S; s3 zmiennymi losowymi o
rozktadzie normalnym z wariancja N — 1, w dodatku S; sa
praktycznie niezalezne (kazdy S; z innym wspétdzieli tylko
jeden wyraz sumy)

@ Oznaczmy przez S.i, k-ta najwieksza warto$¢ sposréd S;
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Model przeptywowy

@ Z teorii warto$ci ekstremalnych wiadomo, iz S.x moze by¢
przyblizany przez

2N
Sy~ 7) <Iog2|og2 — log \/log, N > (19)

logo(N

przy czym cigg 0 < &1 < & < ... jest wybrany Z procesu
punktowego Poissona, z intensywnos$cia exp( t), t > 0 oraz
&k jest rzedu log k

e Wybierzmy niewielki utamek o(/N) wszystkich jednostek ktére
przechowuja najwiecej potencjatu. Nazwijmy te grupe elita,
za$ pozostatych ttumem.
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Model przeptywowy

@ Z teorii warto$ci ekstremalnych wiadomo, iz S.x moze by¢
przyblizany przez

2N
Sy~ 7) <Iog2|og2 — log \/log, N > (19)

logo(N

przy czym ciag 0 < &1 < & < ... jest wybrany Z procesu
punktowego Poissona, z intensywnos$cia exp( t), t > 0 oraz
&k jest rzedu log k

e Wybierzmy niewielki utamek o(/N) wszystkich jednostek ktére
przechowuja najwiecej potencjatu. Nazwijmy te grupe elita,
za$ pozostatych ttumem.
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@ Poniewaz elita jest bardzo niewielka (jej udziat zbiega do zera
przy N — o0), zatem energia przybiera wygodna forme:

1
E(&)% — Z G,‘S,'-FE Z Wj,l|Uj_U/| (20)

icelite j,I€bulk

o Wynika z tego, ze za kazdym razem w gdy w toku dynamiki
proponowany jest przeptyw z elementu ttumu o; do elitarnego
elementu o;, spodziewana zmiana energii jest przyblizana przez
—S; plus czynnik zwigzany z interakcja ttum-ttum. Generalnie
nie mamy kontroli nad tym dodatkowym czynnikiem, jednak
jesdli o; jest jednym z neurondéw o najwiekszym wsparciu, wtedy
jest prawie pewne, iz dodatkowy czynnik bedzie zaniedbywalny
w poréwnaniu z —S5;.
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Model przeptywowy

@ Poniewaz elita jest bardzo niewielka (jej udziat zbiega do zera
przy N — o0), zatem energia przybiera wygodna forme:

_ 1
E(U)% — Z (7;5,'-9-5 Z Wj,l|Uj_U/| (20)

icelite j,I€bulk

o Wynika z tego, ze za kazdym razem w gdy w toku dynamiki
proponowany jest przeptyw z elementu ttumu o; do elitarnego
elementu o;, spodziewana zmiana energii jest przyblizana przez
—S; plus czynnik zwigzany z interakcja ttum-ttum. Generalnie
nie mamy kontroli nad tym dodatkowym czynnikiem, jednak
jesdli o; jest jednym z neurondéw o najwiekszym wsparciu, wtedy
jest prawie pewne, iz dodatkowy czynnik bedzie zaniedbywalny
w poréwnaniu z —S5;.
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Model przeptywowy

@ Poniewaz elita jest bardzo niewielka (jej udziat zbiega do zera
przy N — o0), zatem energia przybiera wygodna forme:

_ 1
E(U) ~ — Z G,‘S,“FE Z Wj,l|(7j*(7/‘ (20)

icelite J,/€bulk

o Wynika z tego, ze za kazdym razem w gdy w toku dynamiki
proponowany jest przeptyw z elementu ttumu o; do elitarnego
elementu o;, spodziewana zmiana energii jest przyblizana przez
—S; plus czynnik zwigzany z interakcja ttum-ttum. Generalnie
nie mamy kontroli nad tym dodatkowym czynnikiem, jednak
jesdli o; jest jednym z neurondéw o najwiekszym wsparciu, wtedy
jest prawie pewne, iz dodatkowy czynnik bedzie zaniedbywalny
w poréwnaniu z —S5;.
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Model przeptywowy

o Jedli w elicie znajdzie sie element o wysokim wsparciu, wtedy
przeptywy w jego kierunku staja sie bardzo prawdopodobne, za$
odwrotne praktycznie niemozliwe. Zatem z wielkim
prawdopodobienistwem taki element pozostanie w elicie tracac
swoj potencjat jedynie dla kolegbéw z elity o jeszcze wyzszym
wsparciu.

@ Jesdli na poczatku ewolucji pewien neuron o niskim wsparciu, jego
potencjat zostanie szybko wyssany, gdy tylko do elity wejdzie
element o wigkszym wsparciu.

o Ostatecznie w ttumie nie bedzie juz praktycznie w ogdle
potencjatu, wtedy Hamiltonian przyjmuje postaé:

E(G)~— > oS (21)
icelite
i wszystkie dalsze transfery beda sie odbywaty wewnatrz elity.
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@ Poniewaz réznice energii wynikajgce z wag potaczen miedzy
elementami elity s zaniedbywalnie mate, w poréwnaniu z
czynnikiem pochodzacym od wsparcia, wiec na samym koncu
dynamika uktadu przyjmuje prosta forme

@ Wybierane s3 dwa losowe elementy elity, nastepnie nastepuje
(prawie na pewno) przeptyw potencjatu od tego z mniejszym
wsparciem do tego z wigkszym wsparciem

@ Ostatecznie na placu boju pozostaje jedna jednostka
skupiajaca caty potencjat
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Grafy przeptywu impulséw

@ To co nas najbardziej interesowato w modelu przeptywowym,
oprécz tego dokad zmierza potencjat, byto to ktéredy nastepuja
przeptywy

@ Przeptywy te indukuja pewien graf, zwany grafem
przeptywowym o zbiorze wierzchotkéw identycznym ze zbiorem
neuronéw, oraz krawedziami doktadnie dam gdzie nastapit
przeptyw.

o Krawedzi na ktérych przeptyw nastapit wielokrotnie traktujemy
jako multikrawedzie, lub krawedzie z wagj.

o Obserwacje numeryczne wskazywaty, iz grafy przeptywu dla
modelu przeptywowego maja strukture bezskalowa z v = 2,
naszym nastepnym celem badan byfo zanalizowaé ten fakt i
poda¢ jego formalne wyjasnienie.
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Grafy przeptywu impulséw

Schemat grafu
przeptywowego. W obrebie
elity, potencjat ptynie
praktycznie zawsze w
kierunku rosnacego wsparcia
(interakcje elita-elita sg
zaniedbywalne), w ttumie
poszczegdlne wagi maja
wieksze znaczenie.

wsparcie

Filip Pigkniewski Struktury bezskalowe w rekurencyjnych sieciach neuronowych



iC

W00z, Grafy przeptywu impuls
SN ] '
% g Model przeptywowy WLy o e
Z) Ay osow iach dynamicznych?

ToRu

Model matematyczny i dowdd bezskalowosci

e Ustalmy K << N oznaczajace rozmiar elity. Niech K — oo
przy N — oo

@ Niech u;, i = 1...K beda jednostkami elity, w kolejnosci
malejacego wsparcia

@ Jednostka potencjatu wpada do elity w jednostce wy,, a
nastepnie pnie sie po uy,, ki+1 < k; (losowo) az dotrze do uy i
tam juz pozostaje.

@ Stopnie wejSciowe wierzchotkéw elity w oryginalnej sieci s3
przyblizane, przez liczby D;, oznaczajace ile jednostek
potencjatu przeszto przez u; w drodze do u;.
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Model matematyczny i dowdd bezskalowosci

Rozwazmy ciagg zmiennych losowych Xy, X1, Xo, ... takich, ze Xy
jest jednostajna na (0,1), Xj11 jest jednostajna na (0, X)) dla
I > 0. Wtedy tatwo wida¢, iz:

ki = [KX] (22)
Zdefiniujmy 7;, i = 1... jako prawdopodobieistwo, ze jednostka

potencjatu odwiedza u;. Wtedy m; = P(3,k; = i) i dla odpowiednio
duzych K mamy:

n-ef{ie [52])

Filip Pigkniewski Struktury bezskalowe w rekurencyjnych sieciach neuronowych
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Model matematyczny i dowdd bezskalowosci

W takim przypadku wartosci D; sa rozmieszczone zgodnie z
rozktadem dwumianowym b(m;, n), gdzie n jest catkowita liczba

jednostek potencjatu. Zauwazmy, ze ciagg T; = — log X jest
procesem punktowym Poissona o intensywnosci 1 na R;. Stad
mamy:

mzﬂﬂ{hT}G{—bg<é>,—bg(i;l>]}%di (24)

Zatem dla duzych n na mocy prawa wielkich liczb

Dy~ (25)
I
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Model matematyczny i dowdd bezskalowosci

Z tego wynika, ze dla duzych k mamy:
{i. D> k| ~ (26)

czyli
) n
I{i, D; =~ k}| zp (27)

co dowodzi, iz powstata sie¢ jest siecig bezskalowg z v = 2.
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Model matematyczny i dowdd bezskalowosci

Z tego wynika, ze dla duzych k mamy:
{i. D> k| ~ (26)

czyli
) n
I{i, D; ~ k}| zp (27)

co dowodzi, iz powstata sie¢ jest siecig bezskalowg z v = 2.
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Warianty modelu przeptywowego

@ PrzebadaliSmy takze pewne warianty modelu przeptywowego
dla zmodyfikowanej funkcji energetycznej:

1
EIEZW;J

i#j

o —oj|” (28)

dla a € (0,1).

@ Warto zauwazy¢, ze przypadek oo = 1 sprowadza sie do
poprzedniego modelu.

@ Intuicyjnie wida¢, iz dla o < 1 stan w ktérym jeden element
zgarnia caty potencjat nie jest juz optymalny energetycznie.
W tym przypadku optimum jest znacznie bardziej
skomplikowane i polega na odpowiednim rozmieszczeniu
potencjatu w wielu jednostkach.
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Podobnie jak poprzednio wyrézniamy pewien podzbiér (elite) i
rozbijamy funkcje energetyczna nastepujaco:

- 1 1 1
E@) =3 >, wijloi—oj|"+35 > wijloi—oj|*+3 > wiloi—ojl®
i€elite,j€bulk i,jE€bulk i,jE€elite
(29)

Podobnie jak w poprzednim wypadku mozemy zignorowaé czynnik
elita-elita (ze wzgledu na jej zaniedbywalna wielko$¢) oraz
ttum-ttum ze wzgledu na niewielki wktad energetyczny wynikajacy
z niewielkich wag.
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Podobnie jak poprzednio wyrézniamy pewien podzbiér (elite) i
rozbijamy funkcje energetyczna nastepujaco:

7 1 1 ]‘ «
E@)=5 >, wilo—ojl*t5 > wiloi—oj*+5 > wiloi—o
icelite jebulk i.jebulk i jeelite

(29)

Podobnie jak w poprzednim wypadku mozemy zignorowaé czynnik
elita-elita (ze wzgledu na jej zaniedbywalna wielko$¢) oraz
ttum-ttum ze wzgledu na niewielki wktad energetyczny wynikajacy
z niewielkich wag.
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% Model przeptywowy Warl_anty modelu przeptywowego
2

Podobnie jak poprzednio wyrézniamy pewien podzbiér (elite) i
rozbijamy funkcje energetyczna nastepujaco:

- 1 1 « 1
E@)=5 >, wilo—ojl*+5 > wiloi—oj*+5 D wyloi—oyl®

icelite, jebulk i.jebulk i jeelite
(29)

Podobnie jak w poprzednim wypadku mozemy zignorowaé czynnik
elita-elita (ze wzgledu na jej zaniedbywalna wielko$¢) oraz
ttum-ttum ze wzgledu na niewielki wktad energetyczny wynikajacy
z niewielkich wag.
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Ostatecznie funkcja energetyczna wyraza sie nastepujgco:

E(5) ~ % Z W,-j|o',-—a'j‘a ~ Z W,'J'|U,‘|a = % Z Siloi|*

i€elite,jebulk i€elite,j€bulk icelite
(30)

Ze wzgledu na fakt, iz ttum przecietnie ma mato potencjatu. S; sa
niezaleznymi zmiennymi Gaussowskimi o wariancji rzedu N. Aby
przejs¢ dalej trzeba oszacowad wartosci sum Gaussowskich S;.

N =
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Ostatecznie funkcja energetyczna wyraza sie nastepujgco:

E(5) ~ % Z wij|oi—oj|* ~ Z wii|oi| ¢ = % Z Siloil®

i€elite,jebulk i€elite,j€bulk icelite
(30)

Ze wzgledu na fakt, iz ttum przecietnie ma mato potencjatu. S; sg
niezaleznymi zmiennymi Gaussowskimi o wariancji rzedu N. Aby
przejs¢ dalej trzeba oszacowad wartosci sum Gaussowskich S;.

N =
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Niech N = 2M dla pewnego M. Istnieje permutacja § taka, ze

2

N Iog/
Ss(iy = oz, N <Iog2|og2 — log \/log, N ) (31)

(czynnik 4/ M/2 Iog N Jjest odpowiedzialny za skalowanie
wariancji)
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Przeksztatcajac otrzymane wyrazenie mamy, ze:

Si = V2N+/log, N(1 4 o(1)) — \/£ = logi  (32)

an

Zauwazmy, iz warunek réwnowagi energetycznej w rozwazanym
uktadzie mozna okresli¢ jako stan w ktérym nie nastepuja zadne
przeptywy potencjatu, czyli pochodna energii ze wzgledu na stan
powinna by¢ stata:

[(01)*]'Si = ac®™1S; = const (33)

zatem: )
oi=c- 5,-m (34)
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Podsumowujac mamy ostatecznie:

R B .
R s faa,v’“ logi~c1—cylogi (35)

lle jest takich o; w elicie dla ktérych o; = k dla ustalonego k? To
pytanie mozna postawi¢ nastepujaco: ile jest takich i, ze
c1 — ¢ logi ~ k? Mamy:

a—k

logi~ 2+~ 36
og i = (36)

i ~ exp (W‘) (37)

2

rébwnowaznie

e c1—k , .
Jest zatem w przyblizeniu exp (1672) weztdéw o stopniu k. Jest to

zanik wyktadniczy, ale niezmiernie powolny.
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Wyniki numeryczne

@ Wynik teoretyczny jest w znakomitej zgodnosci z
obserwacjami naumerycznymi
[Piekniewski and Schreiber(2007)]

@ Zaleznie od rozmiaru sieci i sposobu estymacji
wspdtczynnikéw wynik oscyluje w okolicach 2.0

@ Estymowanie gestosci rozktadéw Pareto jest trudne, dlatego
czasem lepiej estymowaé wspdtczynnik prawa potegowego
dystrybuanty, ktéry rézni sie od wspodtczynnika potegowego
gestosci o 1.
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Wyniki numeryczne

in-degree distribution

Number of nodes

Degree

Rysunek: Histogram stopni wejsciowych wierzchotkéw dla sieci
zawierajacej 2000 jednostek (wykres log-log). Czarna kreska jest
estymacja nachylenia za pomoca metody najmniejszych kwadratéw.
Wyliczony wspétczynnik jest w okolicach 2.1.
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Wyniki numeryczne

10f

Rysunek: Dystrybuanta empiryczna stopni wejsciowych wierzchotkéw dla
uktadu 6000 neuronéw (wykres log-log). Czerwona kreska jest estymacja
nachylenia za pomocg metody najmniejszych kwadratow. Wyliczony
wspdiczynnik dla gestosci to 1.956.
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Bezskalosows¢ w sieciach dynamicznych?

o Podstawowa cecha modelu przeptywowego jest to, ze kazda
jednostka posiada doktadng pamiec ilosci potencjatu ktéra
posiada.

o Jedli do danej jednostki wiele razy sygnat przyszedt, to zwieksza
to szanse iz pewne sygnaty wyjda (o ile dany neuron nie jest w
elicie)

e Aktywny neuron (duzo dostajacy) ma wigksze szanse pozostaé
aktywnym w dalszym ciagu, pojawia sie zjawisko preferowanego
doczepiania (preferential attachment), niezbednego do
utworzenia sieci bezskalowej.

@ Dlaczego zatem zwykte neurony nie ujawniaja takich wtasnosci?
Moze maja zbyt krétkg pamieé stanu?
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Bezskalosows¢ w sieciach dynamicznych?

@ Najprostszym sposobem zrobienia z neuronu czegos
madrzejszego jest wziecie kilku neuronéw i potaczenie ich w
sie¢

e Jedli pojedynczy neuron (dynamiczny) ma za mata pamiec to
moze grupka kilkunastu bedzie juz wiecej pamigtac?

o Na fali tego pomystu, wiosng 2007 przeprowadziliSmy pewien
zaskakujacy eksperyment numeryczny z wykorzystaniem
dynamicznych neuronéw Eugene lIzhikevicha.
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Rysunek: Badany ukfad sktadat
sie z kilku tysiecy grup, w kazdej
po okoto 15 neuronéw
dynamicznych lzhikevicha,
pobudzanych lekkim szumem (w
celu wywotania rezonansu
stochastycznego) oraz
pofaczonych z pozostatymi za
pomoca pojedynczego "neuronu
bramy”.

Small amount
of random noise
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@ Kazda z powstatych grup w trakcie dynamiki pobudzata sie lub
wygaszata, pewne z nich stale impulsowaty

@ W trakcie trwania dynamiki potaczenia miedzy grupami byty
ustalone jako losowe z rozktadu normalnego. Wewnatrz kazdej
grupy okoto 20% potaczen byto inhibicyjnych, reszta byta
pobudzajaca.

@ Dynamika uktadu indukuje pewien nowy graf, ze zbiorem
wierzchotkéw tozsamym ze zbiorem grup, oraz zbiorem wazonych
krawedzi, na ktérych waga zdefiniowana jest nastepujaco:

o Przebiegi czasowe impulséw grup lezacych na krancach krawedzi
zostaty lekko rozmazane

o Nastepnie zostaty wymnozone po wspétrzednych i scatkowane

o Waga zostata zdefiniowana jako warto$¢ catki. Miara ta mierzy
korelacje miedzy przebiegami aktywnosci
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Rysunek: Przykfadowy przebieg aktywnosci uktadu 3000 grup neurondw,
po okoto 15 neuronéw kazda.

Filip Pigkniewski Struktury bezskalowe w rekurencyjnych sieciach neuronowych



Q%‘ncog,p

2,
% g Model przeptywowy
S

ToRu¥

Bezskalosows¢ w sieciach dynamicznych?

Degree histogram

Number of nodes
3,
0
i

10° 10
Degree

Rysunek: Histogram stopni weztéw w indukowanym grafie (wykres
log-log). Wyraznie widoczny jest rozktad potegowy.
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o Graf indukowany przez grupy neuronéw okazuje sie grafem
bezskalowym z wyktadnikiem v =~ 2

@ Doktadnie ten sam eksperyment w ktérym grupy neurondw
zastapiono pojedynczymi jednostkami owocuje rozktadami
wyktadniczymi, podobnymi do tych ktére obserwuje sie z
biologicznych sieciach neuronowych

@ Jest to zatem pewne wyjasnienie obserwacji empirycznych,
pojedyncze neurony (nawet dynamiczne) nie maja do$¢
pamieci stanu aby wyksztatci¢ preferowane przyczepianie
konieczne do powstania bezskalowosci

@ Jak sie okazuje juz grupki kilkunastu neuronéw maja dosé
skomplikowang neurodynamike, aby pamietac swdj stan i
swoja historie dos¢ dtugo [Piekniewski(2007)]
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@ Model przeptywowy ma szereg ciekawych uogdlnien nad
ktérymi obecnie pracujemy

@ Grupy neurondéw analizowane w ostatniej pracy s3 nieco
sztuczne, potrzebny jest model spontanicznie
wyksztatcajacych sie grup, a nastepnie analiza potaczen
pomiedzy takimi grupami
[Izhikevich et al.(2004)lzhikevich, Gally, and Edelman]

@ By¢ moze prezentowane modele majg jaka$ interpretacje
socjologiczna lub ekonomiczna?
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@ Przedstawiony zostat model przeptywowy stanowigcy pomost
pomiedzy sieciami neuronowymi a grafami bezskalowymi

@ Przedstawiona zostata analiza teoretyczna dwdch wariantéw
modelu przeptywowego wraz z dowodem oraz wyniki badan
numerycznych

@ Przedstawiony zostat przedsionek badan w dziedzinie
dynamicznych sieci impulsujacych w kontekscie bezskalowych
potaczen miedzy grupami impulsujacych neurondéw
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