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Przetwarzanie sygnatéw to wazny kawatek szeroko pojete;
informatyki. Specyfika tej dziedziny wymaga pewnego
przygotowania fizycznego i jest czasem trudno zrozumiata dla ludzi
zajmujacych sie bardziej ézystg informatyka”. Podstawowym
pojeciem tej dziedziny jest transformata Fouriera, ktéra jest obecna
w programie praktycznie kazdych studiéw informatycznych, jednak
jej elegancja rzadko bywa doceniona przez studentéw. W dalszej
czesci prezentacji zawartych jest sporo przyktadéw z zycia wzietych,
takze w przypadku obrazéw (sygnatéw dwuwymiarowych). Na
koniec jest troche na temat reprezentacji koloréw.
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Podstawowe cechy natu i prébkowania

. . FFT jako ielomianu
Sygnat jednowymiarowy i

Definicja

Sygnatem jednowymiarowym bedziemy nazywali dowolna funkcje

f : R — C nalezaca do przestrzeni L*. Ponadto gdy f przyjmuje
Jjedynie wartosci rzeczywiste méwimy o sygnale rzeczywistym. Jesli
f nalezy do L?> méwimy o sygnale o skoriczonej energii. Sygnaty
zespolone cechuje polaryzacja - ksztatt rzutu sygnatu na
plaszczyzne zespolona. Najczesciej spotykane sa polaryzacje
liniowe, kotowe i eliptyczne. W ogélnosci polaryzacja moze miec¢
ksztatt dowolnej krzywej Lissajous.
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Podstawowe cechy sygnatu i prébkowania
FFT j i

Sygnat jednowymiarowy

Rysunek: Wizualizacja sygnatu zespolonego - 0$ idaca od lewej do prawe;j
nalezy kojarzyé z uptywem czasu, ptaszczyzna prostopadfa do osi czasu,
to dziedzina sygnat (C), rzut na ptaszczyzne prostopadty (cien) to
charakterystyka polaryzacji sygnatu.
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Podstawowe cechy sygnatu i prébkowania
jako ielomianu

Sygnat jednowymiarowy

Rysunek: Inny przyktad sygnatu zespolonego i bardziej skomplikowanej
polaryzacji.
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Podstawowe cechy sygnatu i prébkowania

Sygnat jednowymiarowy

Rysunek: Inny przyktad sygnatu zespolonego i bardziej skomplikowanej
polaryzacji.
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hy sygnatu i prébkowania
a wielomianu

Sygnat jednowymiarowy

W dalszym ciggu beda nas interesowaty przeksztatcenia sygnatu,
zwane czasem filtrami, szczegdlnie takie:

@ ktoére s liniowe, zatem aplikacja filtru na sumie sygnatéw to
to samo co suma aplikacji na sktadowych

o filtr nie zalezy od czasu, zatem aplikacja filtru dla sygnatu
przesunietego w czasie o At daje ten sam wynik przesuniety o
At.

Filtry takie s3 jednoznacznie charakteryzowane tak zwana
odpowiedzig impulsowa (impulse responce), czyli wynikiem aplikacji
filtru na sygnale d4,(t) (delta Diraca). Ponadto ze wzgledéw
praktycznych rozwaza sie filtry realizowalne ktérych wynik zalezy
jedynie od czesci sygnatu znajdujacego sie w przedziale (—oo, t).
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Sygnat jednowymiarowy

Zatbézmy, ze mamy pewien sygnat a(t). Rozwazmy wartosci a(t)
jedynie dla pewnych wybranych T punktéw oddalonych od siebie o
1. Taki okrojony sygnat 3(t) nazwiemy sygnatem sprébkowanym
na przedziale [0, T). Zauwazmy, ze:

3(1) =3 a(i)s(t — ) (1)

Ponadto zatézmy, ze bedziemy aplikowac pewien filtr b, oraz
znamy odpowiedz impulsowa filtra b(t). Jesli b jest liniowy i
inwariantny czasowo, wtedy odpowiedz filtru b na sygnat 3
mozemy tatwo wyliczy¢:

c(k) =S a(i)b(k — i) (2)
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Podstawowe cechy sygnatu i prébkowania
mia

Sygnat jednowymiarowy

k
c(k) = Z 3(i)b(k — i) (3)

Zauwazmy, ze c(k) to doktadnie wspdtczynnik stojacy przy k-tej
potedze w iloczynie wielomianéw o wspétczynnikach (i) oraz b(i)!
Zatem efektywna aplikacja filtru jest rownowazna szybkiemu
mnozeniu wielomianéw!
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. . ko ewaluacja wielomianu
Sygnat jednowymiarowy 2 (o) (e ke

prébk

Jak efektywnie mnozy¢ wielomiany? Ustalmy dla porzadku:
A(x) = agx? + ag_1x9 14 ...+ aix + ao (4)

Zauwazmy, ze kazdy wielomian stopnia d jest jednoznacznie
reprezentowany przez:

@ zbidr d + 1 wspdtczynnikdéw ay, aq_1, ---, a1, ao
@ zbiér wartodci w d + 1 réznych punktach
A(XQ), A(Xl), e A(Xd)
W reprezentacji przez wspoétczynniki, wymnozenie wielomianu
wymaga dla kazdego cx, k krokéw, co ostatecznie daje O(d?).
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Sygnat jednowymiarowy

Zauwazmy ponadto, ze iloczyn wielomianéw C(x) = A(x) * B(x)
jest jednoznacznie charakteryzowany przez swoje wartosci w
przynajmniej 2d + 1 punktach, oraz:

C(Xk) = A(Xk) * B(Xk) (5)

Zatem w reprezentacji przez warto$ci mnozenie wielomianéw
zajmuje jedynie 2d + 1 czyli O(d) czasu! Tyle, ze zazwyczaj
wielomiany sg zadane przez wspdtczynniki... Potrzebujemy zatem
efektywnej procedury konwersji od wspdtczynnikéw do wartosci
(ewaluacji) oraz operacji odwrotnej (interpolacji). Niestety
ewaluacja wielomianu w punkcie, zajmuje O(d) czasu,
potrzebujemy O(d) punktéw, wiec znowu mamy O(d?). Chyba ze
sprytnie dobierzemy punkty!

Filip Piekniewski Algorytmy przetwarzania sygnatéw i obrazéw



Sygnat jednowymiarowy

Zauwazmy najpierw, ze jesli dobierzemy punkty tak, aby byty
parami dodatni-ujemny, to mozemy oszczedzi¢ troche obliczen.
Popatrzmy na wielomian:

5x° +ax* +3x3 +2x% 4 x 42 = (24 2x° +4x*) + x(5x* +3x° 4 1)

Jak wida¢ sktadowe w nawiasach s3 wielomianami od x?. Ogélnie
mamy:

A(x) = Aeven(x?) + xAodd(x?) (6)
Wiedy

A(x;) =Aeven(X7) + xAodd (X7)
1

=A
A(—x;) :Aeven(xg) - XAodd(X'z)

1 1

2

(7)

Ostatecznie zamiast ewaluowaé w n punktach, dwukrotnie
ewaluujemy w n/2 punktach.
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. . ko ewaluacja wielomianu
Sygnat jednowymiarowy 2 (o) (e ke

prébk

Gdyby dato sie ten sam trick zastosowaé rekurencyjnie,
dostalibySmy réwnanie rekurencyjne na ztozonos¢:

T(n)=2x%T(n/2)+ O(n) (8)

co daje T(n) = O(nlogn). Ale to oznacza, ze x? same musza by¢
parami dodatni-ujemny, a takich liczb rzeczywistych nie ma... |

tutaj z pomoca przychodza zespolone pierwiastki z jedynki...
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e u i prébke
FFTJako ewaluaqa wielomianu

Sygnat jednowymiarowy

2\/2 \/> 2 f

\VAAVANANYS
\/ \/

Rysunek: Schemat rozgatezien w FFT. Na n-tym poziomie s3 pierwiastki
z jedynki stopnia 2"
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ods chy sygnatu i préb
FFT jako ewaluacja wielomianu
Twierdzeni

Sygnat jednowymiarowy

Pierwiastki n-tego stopnia z jednosci 1,w, w?, ...,w" ! wyrazaja sie

tatwo wzorem w = 2™/ Ponadto gdy n jest parzyste mamy:

e pierwiastki tworza pary dodatni-ujemny bo w2t = —uJ

@ podniesienie do kwadratu pierwiastkéw stopnia n daje

pierwiastki stopnia n/2

Z tego wzgledu liczby te doskonale nadaja sie do naszego
rekurencyjnego algorytmu! Drobna niedogodnoscia jest fakt, iz
wszystko dziata doskonale o ile n = 2. Gdy jest inaczej, rekursje
trzeba przerwaé na pewnym poziomie i dokona¢ ewaluacji recznie...
Mozna jednak omina¢ ta niedogodno$¢, przez uzupetnienie zerami
do potegi dwdjki.
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. . ko ewaluacja wielomianu
Sygnat jednowymiarowy 2 (o) (e ke

prébk

Mamy zatem procedure, zwang szybka transformata Furiera (Fast
Fourier Transform - FFT) ktéra ewaluuje wielomian w punktach
bedacych pierwiastkami zespolonymi jednosci. W tej reprezentacji
mozemy efektywnie mnozy¢ wielomiany, ale jak wréci¢ do
reprezentacji wspotczynnikowej? Innymi stowy co z interpolacja?

Aby znalez¢ odpowiedZ przyjrzyjmy sie jeszcze raz ewaluacji, tym
razem w postaci macierzowe;j.
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Podsta gr
FFT Jjako ewaluaqa wielomianu

Sygnat jednowymiarowy

Ewaluacja wielomianu A(x) = a,x™ + ap_1x" 14+ ...+ aix +ag w
punktach xp, x1, ..., X, wyraza sie mnozeniem macierzy M (w

srodku):
A(xo) 1 x X3 ... Xy ! ao
A(x1) R 2 oxt a
A(xn) 1 X1 X2, ... xﬁ:ll an

Interpolacja zatem sprowadza sie do odwrdcenia macierzy M i

wymnozenia wartoéci przez M~1
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ko ewaluacja wielomianu
zenie o probkowa

Sygnat jednowymiarowy

11 1 1 e W1
1 w w? w1 - w
1 w? wh e w2(n=1) - w2
Mn(w) = 5 :
1 W wd oL wi(n=1) o W
1 Wl CL)2(,'171) oDy | e wnd

Jest to macierz Vandermonda ktérg mozna odwréci¢ w czasie
O(n?) (zamiast O(n%)) jednak to nadal zbyt wolno.
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. . ko ewaluacja wielomianu
Sygnat jednowymiarowy 2 (o) (e ke

prébk

Zauwazmy jeszcze jeden fakt - kolumny macierzy M,(w) sa
ortogonalne. tatwo to sprawdzi¢ liczac iloczyny skalarne !:

u-v*=ugvg +uvy + ..+ Up_1vy g
W przypadku iloczynu j-tej i k-tej kolumny Mp(w) mamy:
14/, 42070 ¢ =10k

Jak widzimy jest to szereg geometryczny o ilorazie w/ =k ktérego
suma wynosi:
1-w"U=h  fo j+#k
1—w~k |n j=k

s oznacza sprzezenie zespolone
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. . ko ewaluacja wielomianu
Sygnat jednowymiarowy 2 (o) (e ke

prébk

Poprzednia wtasno$é mozna zapisaé réwnaniem macierzowym:
Mp(w)Mp(w)* = nl (9)

Gdzie | jest macierza identycznosciowa. Ale M,(w)* = M,(—w).
Przenoszac skalar na lewo i mnozac lewostronnie przez M,(w)™?
dostajemy:

1 _

~Mn(—w) = My(w) ™" (10)
Zatem operacja odwrotng do transformaty Fouriera jest sama
transformata Fouriera uzupetniona o czynnik 1/n i wzieta ze

sprzezeniem! To oznacza, ze interpolacja tez jest w czasie
O(nlogn)!
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Sygnat jednowymiarowy

Rysunek: Kolumny macierzy M,(w) nalezy kojarzy¢ z punktami réwno
rozmieszczonymi na coraz bardziej Scisnietych sprezynach. Zbiér
wszystkich takich sprezyn stanowi baze ortogonalna catej przestrzeni

Hilberta L2.
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mianu
TW|erdzen|e o prébkowan
Podstav filtry splotowe - idea

Sygnat jednowymiarowy

Twierdzenie o probkowaniu

Twierdzenie (Nyquist-Shannon)

Jesli funkcja f ma widmo zerowe powyzej czestotliwosci wmax,
wtedy jest catkowicie zdeterminowana przez ciag wartosci w
punktach odlegtych o »—— (w dziedzinie czasu). Czestotliwos¢
bedaca potowa czgstotllwosa prébkowania zwana jest
czestotliwoscia Nyquista.

Twierdzenie to oznacza, iz sygnaty o zwartym widmie, pomimo iz
moga by¢ bardzo skomplikowane, s3 podobnie jak wielomiany
determinowane przez skorficzony cigg wartosci w punktach (lub
skonczony ciag wspétczynnikéw widmowych) .
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Sygnat jednowymiarowy

filtry splotowe -

Twierdzenie o prébkowaniu w praktyce niesie za sobg dwie
informacje: dobra i zt3.
@ Dobra: sygnat o ktérym wiemy, ze z pewnych naturalnych
przyczyn ma widno zwarte moze by¢ catkowicie
scharakteryzowany w formie cyfrowej.

@ Zta: sygnat ktéry ma niezwarte widmo, w trakcie prébkowania
ze skonczong doktadnoscia moze produkowaé zaburzenia: w
praktyce czes¢ widma znajdujaca sie poza zakresem
prébkowania zostaje "wcisnieta” do tego zakresu. Zjawisko to
nosi nazwe aliasingu.
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Sygnat jednowymiarowy

Pods filtry splotowe - idea

Rysunek: Aliasing. Sygnat sprobkowany ze zbyt maty czestotliwoscia
produkuje artefakt w postaci fali o niskiej czestotliwosci, ktérej w
rzeczywistosci w sygnale nie ma.
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Sygnat jednowymiarowy

filtry splotowe -

Jak przeciwdziataé zjawisku aliasingu?

o Zwiekszy¢ czestotliwos$é probkowania: czasem drogie a czasem
niemozliwe...

@ Obciaé wysokie czestotliwosci na sygnale analogowym przed
probkowaniem

@ Aplikowac filtr dolnoprzepustowy na cyfrowym sygnale i
zmniejszy¢ rozdzielczo$é: czesto jedyne wyjscie gdy nie mamy
dostepu do oryginalnego sygnatu.
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Sygnat jednowymiarowy

Podstawowe filtry splotowe - idea

Powréémy na chwile do filtréw. Jak widzieliSmy filtry liniowe oraz
inwariantne czasowo s3 reprezentowane splotem

k
c(k) = Za(/)b(k— h) (11)

b
c(x) = / a(7)b(x — 7)d7 (12)
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Sygnat jednowymiarowy

Podstawowe filtry splotowe - idea

Filtry splotowe s3 bardzo wazne, poniewaz:

@ Umiemy je efektywnie implementowa¢ za pomoca FFT lub
bezposrednio gdy operator splotu jest bardzo zwarty dziedzinie
czasu (wtedy wyliczenie splotu bezpo$rednio moze by¢
efektywniejsze niz liczenie FFT)

o Cata masa uzytecznych filtréw: dolno, gérno-przepustowych,
pasmowych wyraza sie wtasnie za pomocy splotu!
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Sygnat dwuwymiarowy

Sygnat dwuwymiarowy - obraz

No i dotarliSmy do obrazéw, ktére mozemy takze traktowaé jako
specyficzne sygnaty:

@ Obraz nieruchomy jest specyficznym sygnatem pozbawionym
czasu (niezmiennym), ktéry ma jednak cechy przestrzenne. W
tym przypadku interesuja nas wtasnosci przestrzenne, wszelkie
filtry bedg braty pod uwage wtasnie te cechy.

@ Obraz ruchomy (film) mozemy traktowaé jako

e zbidr (uporzadkowany) nieruchomych sygnatéw przestrzennych

o zbiér (uporzadkowanych przestrzennie) sygnatéw czasowych

e sygnat tréjwymiarowy przestrzennie, pozbawiony czasu
Zaleznie od interpretacji mozemy aplikowac filtry w réznych
kierunkach.
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Sygnat dwuwymiarowy

Podobnie jak w jednym wymiarze, mozemy rozpatrywaé
transformate Fouriera w wiekszej ilosci wymiardw:

F(wo,w1) = / / f(to, tz)efzﬂi(to'w“lwl)dwldwO

W praktyce wzér ten jest fatwy - oznacza to, ze tranformate
Fouriera dwuwymiarowego obrazu robimy nastepujaco:

e Transformujemy po kolei wiersze (linie poziome) jak sygnat
Jjednowymiarowy

@ Nastepnie transformujemy powstate kolumny, takze jako
sygnaty jednowymiarowe
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FFT w dwéch wymiarach
Sploty d miaro
Rozplatanie (deconvolution)
Transformata Radona i tomo
Eliminacj

Aliasing

Sygnat dwuwymiarowy

Rysunek: Obraz w dziedzinie przestrzenne;.
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FFT w dwéch wymiarach

W0
%%& Sygnat dwuwymiarowy

Rysunek: Ten sam obraz w dziedzinie czestotliwosci (widmo mocy).
Kompozycja trzech transformat osobno dla kazdego koloru.

Filip Pigkniewski Algorytmy przetwarzania sygnatéw i obrazéw



FFT w dwéch wymiarach

“‘Co@ Sploty dwuwymiarowe

2 H .
§ Rozplatanie (deconvolution)
Sygnal dwuwymiarow: Transformata Radona i tomografia
s Ve Y! M Eliminacja szumu punktowego

<4
Toxe R ; -
oRU Aliasing w 2d

Rysunek: Informacje zawarte w niskich (lewo) czestotliwo$ciach rézniag sie
dalece od tych zawartych w wysokich (prawo). Wszelkie jednolite pola s3
reprezentowane w niskich czestotliwosciach, szczegdty i krawedzie (bez
wartosci ptaskich) znajduja reprezentacje w wysokich czestotliwosciach.
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Sygnat dwuwymiarowy

W dwéch wymiarach odpowiednikiem filtru liniowego i
inwariantnego czasowo jest ... filtr liniowy i inwariantny
przestrzennie (jednorodny).

e Filtr taki jest wyznaczony jednoznacznie przez odpowiedz na
impuls przestrzenny, ktéry w tym przypadku jest delta Diraca
na ptaszczyznie (lub w przypadku dyskretnym pojedynczy
zapalony pixel na czarnym tle).

@ Odpowiedzig filtru na impuls jest pewien rozmazany obrazek.
Z tego powodu odpowiedz impulsowa filtru dwuwymiarowego
nazywa si¢ czasem funkcja rozmazania punktu lub PSF -
Point Spread Function.
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Sploty dwuwymiarowe
i volution)

Sygnat dwuwymiarowy

Rysunek: Obraz rozmazany za pomoc3 eliptycznego operatora splotu.
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Sygnat dwuwymiarowy

Rozplatanie (deconvolution)

W pewnych zastosowaniach mozemy natrafi¢ na sprzyjajace
okolicznosci:

e Otrzymujemy sygnat spleciony z pewnym operatorem
@ Znamy PSF tego operatora

@ Reprezentacja czestotliwosciowa tego PSF jest odwracalna
(nie ma zerowych czestotliwosci w interesujacym zakresie)

W takich okoliczno$ciach mozemy pokusi¢ sie o probe
"odwrécenia” splotu.
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Sygnat dwuwymiarowy

Rozplatanie (deconvolution)

Najkrécej rzecz ujmujac schemat postepowania wyglada
nastepujaco:

@ Transformujemy PSF do dziedziny czestotliwosci
— — 1
@ Znajdujemy funkcje odwrotng (PSF(w) * PSF ~(w) =1) dla
kazdego w w interesujacym nas zakresie czestotliwosci
— 1
@ Aplikujemy PSF  do bezposrednio do transformaty obrazu,

_— 1
lub transformujemy PSF ~ do dziedziny czasu (zaleznie co
jest bardziej efektywne i stabilne numerycznie)

@ Otrzymujemy "odpleciony” obraz.
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Sygnat dwuwymiarowy

Rysunek: Obraz uzyskany w wyniku odwrdcenia znanego operatora
splotu poprzez filtr Wienera.
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Sygnat dwuwymiarowy

Rozplatanie ma jednak ograniczone zastosowanie bo:
@ Zazwyczaj nie znamy doktadnie PSF

@ Szum na obrazie moze nie by¢ jednorodny przestrzennie (np.
poruszone zdjecie moze mie¢ sktadowa radialna)

@ Szum moze nie by¢ liniowy (!) - aberracje optyczne czesto nie
sg liniowe!

@ Rozplatanie jest bardzo podatne na niedoktadnosci PSF i w
zwiazku z tym niestabilne numerycznie

@ PSF moze nie by¢ odwracalne w dziedzinie czestotliwosci!

... Co nie zmienia faktu, iz jest technika ktérg warto znac!
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Sploty dwuwymi e
Rozplatanie (d lution)
Transformata Radona i tomografia

Sygnat dwuwymiarowy Elim szumu punkt

Transformata Radona

Istnieje jeszcze jedna wazna
transformata dwuwymiarowego
obrazu:

@ Polega ona na
" przeswietleniu” obrazu
wzdtuz wszystkich
kierunkéw

o W wyniku tej transformacji
powstaje tak zwany
"sinogram”

@ Takie sinogramy produkuje

np. tomograf Rysunek: Schemat obrazowania
tomograficznego.
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FFT

Sploty dwu

dwéch

platanie (c n
Transformata Radona i tomografia

Sygnat dwuwymiarowy Elimina W punktc

Rysunek: Obraz oryginalny i jego sinogram (w RGB).
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Transformata Radona i tomografia

Sygnat dwuwymiarowy

Rysunek: Obraz oryginalny i jego sinogram (w RGB).
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Rozplatanie (deconvolution)
Transformata Radona i tomografia
Eliminacj

Aliasing

Sygnat dwuwymiarowy

Rysunek: Obraz oryginalny i jego sinogram (w RGB).
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Sygnat dwuwymiarowy

@ Patrzac na pozwijany makaron sinogramu mozna odnie$¢é
wrazenie, iz tracimy sporo informacji

@ Intuicja podpowiada na przyktad, iz w ogdlnosci nie da sie
odtworzy¢ funkcji na podstawie jej rzutéw na osie

e Nawet majac wszystkie rzuty (kontury) nie da sie odtworzy¢
funkgji ktéra ma minimum lokalne!

e Tutaj jednak mamy nie rzuty a catki (przeswietlenia) i na
wszystkie mozliwe kierunki

@ Wszystko to powoduje, ze transformata Radona jest
odwracalna! tatwo to pokazaé za pomoca transformaty
Fouriera!
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FFT
Splo
Rozplatar

Sygnat dwuwymiarowy

Projection-slice theorem

Twierdzenie (Projection-slice)

Transformata Fouriera projekcji (w sensie catkowym) funkcji na
ptaszczyZznie? na pewna os$ przechodzaca przez Srodek uktadu
wspotrzednych jest réwna wycinkowi transformaty Fouriera cafej
funkcji wzdtuz linii przechodzacej przez srodek uktadu
wspotrzednych w dziedzinie czestotliwosci pod tym samym katem
co linia rzutowa we wspotrzednych przestrzennych.

“Twierdzenie ma odpowiedniki w wyzszych wymiarach.

Majac sinogram, mamy transformaty Fouriera wzdtuz wycinkéw
pod wszystkimi katami, mozemy zatem zrekonstruowac cata
transformate Fouriera, a zatem i oryginalny obraz!
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Transformata Radona i tomografla

Sygnat dwuwymiarowy ja szumu punk

Projection-slice theorem - Dowdd

DowOD. Bez straty ogdlnosci rozumowania mozna zatozy¢, ze
rzutujemy funkcje na o$ x. Wtedy

p) = [ )y (13)

—00

Natomiast transformata Fouriera funkgji f(x, y):

F(wx,wy) Z/ / f(x,y)ef2"’r(xwx+ywy)dxdy (14)
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Transformata Radona i tomografla

Sygnat dwuwymiarowy [Mm szumu punk

Projection-slice theorem - Dowod

DowOD. Wtedy wycinek transformaty to:

s(wx) =F(wx,0 / / (x,y)e 2™ dxdy =

=[] x| e rman (15)

— / p(X)e—2i7rxwx dx = ﬁ(wx)

— 00

Co konczy dowdd. |
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Sygnat dwuwymiarowy

d

Owracanie Transformaty Radona - komentarz

@ Wynikajaca prosto z powyzszego dowodu metoda odwracania
transformaty Radona nie jest najlepsza, ze wzgledu na
znaczne niestabilnosci numeryczne.

@ Zamiast tego w dwdch wymiarach? stosuje sie metode zwana
"filtered back-projection” ("filtrowana projekcja zwrotna” 7).

2Nie uogdlInia sie bezposrednio do wieksze] iloéci wymiaréw, chociaz istnieja
pewne uogdlnienia.
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Sygnat dwuwymiarowy

Filtrowana projekcja zwrotna

Przypomnijmy, ze transformata Radona dana jest nastepujaco:
o0 [e.¢]
g(s,0) = R(f) = / / f(x,y)d(x cosO+y sin—s)dxdy (16)
—00 —0o0
Zdefiniujmy operator wstecznej projekcji nastepujaco:
K
B(g(s, 0))[x, y] = / g(xcosl + ysind,0)d0  (17)
0
Operator ten "rozsmarowuje” kazdy z plasterkéw transformaty
Radona z powrotem na pfaszczyzne a nastepnie sumuje je po

wszystkich katach. Operacja taka nie odwraca jednak
transformaty, obraz bedzie bardzo rozmazany.
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Sygnat dwuwymiarowy

Filtrowana projekcja zwrotna

Popatrzmy na ztozenie:
B(g)lx;y] = B(R(F))[x,y] =
e o0 o0
:/ / / f(u,v)d(ucos® + vsin@ — x cos — y sin 0)dudvdf =
0 —o0 J —00 (18)
o0 o0 e
:/ / f(u,v) (/ 5((u—x)c059+(vfy)sinﬁ)d9> dudv =
—00 J —0 0
Przypatrzmy sie catce w nawiasie (dla przejrzystosci zamieniono zmienne):
e
d(r,w) = / d(r cosf + wsin0)d6 (19)
0
Zachowuje sie ona miotta ktéra zamiata cata ptaszczyzne i zlicza

punkty (tylko na przecieciu "miotty” z punktem ¢ jest niezerowa).
Tylko jak nadac temu "czemus$” warto$¢ w punkcie?
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Rozpla nvolution)

Transformata Radona i tomografia
Elim szumu punk (e}
/ d

Sygnat dwuwymiarowy

Problem w tym, ze funkcja d zdefiniowana ponizej nie jest funkcja w
klasycznym sensie a raczej dystrybucja

d(r,w) = /07T d(rcos@ + wsin6)do (20)

Popatrzmy jak d zachowuje si¢ wewnatrz catki przemnozone przez funkcje
charakterystyczna 4 jakiego$ podzbioru ptaszczyzny.

/ Ia(r,w) % d(r,w)drdw = / / d(r cos @ + wsin 0)dOdrdw (21)
AJO

Powyzsza catka wyliczy pole zbioru A przemnozone przez "czas" ktéry spedza
na tym zbiorze promien wodzacy! Jesli bedziemy prébkowaé wartoéci tej catki
infinitezemalnymi zbiorami o mierze ¢, to wynik zawsze bedzie odwrotnie
proporcjonalny od odlegtosci zbioru prébkowego od punktu [0,0]. Dla zbioru A

odlegtego od [0,0] o / = \//2 + /2 bedzie to

e e
//A(r, w) * d(r, w)drdw ~ - = N (22)
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atanie econvolution)
Transformata Radona i tomografia
zumu punktowego

Sygnat dwuwymiarowy

Wracajac do wzoru:

B(g)lx,y] = B(R(f))[x,y] =
= [Z[Z f(u,v) </07r6((u—x)c059+(v—y)sin9)d9> dudv =

poniewaz jesteSmy pod catka, mozemy dystrybucje zastapi¢ jej gestoscia:

_ /:/: F(u, v) </07r6((u—x)cos@+(v—y)sin9)d0> dudv —

(o) o0 1
_/_oo/_oo f(u, V)\/(U7X)2+(V7y)2dudv: (24)
1

=f(x,y) * x———
(e —s

Mamy splot ktérego jadro znamy! Mozemy wiec wyostrzy¢ obraz
znajdujac odwrotnos¢ jadra splotu w dziedzinie czestotliwosci.

(23)
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tomografia
zumu punktowego

v 2d

Filtrowana projekcja zwrotna - jeszcze jeden trick

Sygnat dwuwymiarowy

@ Przypomnijmy sobie " Projection-slice theorem” .
@ Poniewaz dwuwymiarowe rozplatanie moze by¢ kosztowne,
zauwazmy iz mozemy zmieni¢ kolejno$¢ dziatan:
o Najpierw zaaplikowaé stosowny filtr do plasterkéw
transformaty Radona
o Nastepnie wykonaé projekcje wsteczng juz bez potrzeby
filtrowania

Algorytm ten jest prosty, stabilny i powoduje, ze tomografy
komputerowe dziataja w szpitalach od wielu lat. fadne demo
mozna zobaczy¢ tutaj: http://www.physics.ubc.ca/ mirg/
home/tutorial/fbp_recon.html
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e (de volution)
Transformata Radona i tomografia
Eliminacja szumu punkt

Alia

Sygnat dwuwymiarowy

Rysunek: Rekonstrukcje na podstawie sinograméw (filtrowana projekcja
zwrotna).
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tomografia
Eliminacja szumu punktowego
Aliasing w 2d

Sygnat dwuwymiarowy

Eliminacja szumu punktowego

@ W praktycznych zastosowaniach najczestszym zaktéceniem
obecnym w obrazach sg przektamane wartosci pojedynczych
prébek (pixeli)

@ W pewnych przypadkach mozemy mie¢ dodatkowa informacje
o tym ktéry pixel jest niewiarygodny (np. ustalone
uszkodzenia rejestratora)

e W innych mozemy by¢ pozbawieni tej informacji (szum
cieplny)

@ Szum punktowy jest z pewno$cig cecha wystepujaca w
okolicach czestotliwosci Nyquista, wiec moze po prostu
zastosowad filtr dolnoprzepustowy? S3 lepsze rozwigzania.
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FFT w dwéch wymiarach
W04, Sploty dw

Rozplatanie (deconvolution)

Transformata Radona i tomografia

vrymiarowe

) N Sygnat dwuwymiarowy Eliminacja szumu punktowego
ToRu Aliasing w 2d

Rysunek: Przyktadowe zdjecie.
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§ § Sygnat dwuwymiarowy

Eliminacja szumu punktowego

Rysunek: To samo zdjecie z zaaplikowanym 30% (!) szumem
punktowym.
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Transformata a i tom
Eliminacja szumu punktowego
Aliasing w 2d

Sygnat dwuwymiarowy

W przypadku gdy niewiarygodne pixele s3 znane, najlepiej
(oczywiscie) rozpigé wielomian interpolacyjny na punktach
otaczajacych i zinterpolowaé. Zwazywszy, ze przewazajaca czes$é
energii przecietnego obrazu skupiona jest w niskich
czestotliwosciach, ten trick prawie zawsze dziata bardzo dobrze.

S

Rysunek: Fragment obrazu zaszumionego i zinterpolowanego w
zaszumionych punktach.

Filip Pigkniewski Algorytmy przetwarzania sygnatéw i obrazéw



FFT w dwéch wymiarach

N0z, Sploty dw; miarowe
Rozplatanie (deconvolution)
Transformata Radona i tomografia

) N Sygnat dwuwymiarowy Eliminacja szumu punktowego
ToRu Aliasing w 2d

Rysunek: Zinterpolowany obraz.
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a i tomografia
Ellmmaqa szumu punktowego
Aliasing w 2d

Sygnat dwuwymiarowy

W przypadku gdy nie wiemy ktére pixele s3 btedne, wydawatoby iz
nie pozostaje nic innego jak zastosowac filtr rozmywajacy i
wygubié troche wysokich czestotliwosci. Jak sie okazuje zwykty
filtr dolnoprzepustowy (usredniajacy) daje tutaj stabe rezultaty, o
wiele lepigj Jest zastosowad medlang|

. 2 st 8

ui_nu_

Rysunek: Obraz usredniony (lewy) i medianowany (prawy).
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Sygnat dwuwymiarowy

Dlaczego mediana dziata lepiej?

@ Usrednienie zachowuje catkowita "energie” obrazu, jedynie
przesuwajac jej mase w kierunku niskich czestotliwosci

@ Mediana natomiast potrafi wygubi¢ energie (norma obrazu po
zastosowaniu mediany moze by¢ istotnie mniejsza od
oryginatu), najlepiej jesli filtr wytraca energie szumu!

@ Zastandéwmy sie jak dziata mediana na polu pixeli o tej samej
wartosci z jednym pixelem istotnie odbiegajacym:

e odstajacy pixel zostanie wygubiony (zastapiony dominujaca
wartoscia)

e pozostate pixele zostang nienaruszone!

e norma (energia) obrazu sie zmniejszytal

o Uwaga! Mediana nie jest filtrem liniowym i NIE wyraza sie w
terminach splotu!
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Aliasing w 2d

Sygnat dwuwymiarowy

Aliasing w 2d

@ Podobnie jak w przypadku sygnatéw jednowymiarowych, tak i
w 2d obowiazuje twierdzenie o préobkowaniu.

@ Analogicznie pojawia sie takze problem aliasingu, gdy
probkowany obraz zawiera czestotliwosci powyzej progu
Nyquista.

o W 2d efekt ten moze przyjmowac ciekawg forme rozmaitych
dziwnych fal przebiegajacych przez obraz - efekt ten nosi
nazwe efektu Moire

@ Problem ten rozwigzujemy tymi samymi metodami co w
przypadku sygnatu jednowymiarowego...
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FFT w dwéch wymiarach

W0z, Sploty dwuwymiarowe
Rozplatanie (deconvolution)
/S Sygnat dwuwymiarowy Tran.sforr.ﬂata Radona i tomografia
2, ‘9 [M_ml_maqa szumu punktowego
- Aliasing w 2d

Rysunek: Obraz sprébkowany zbyt zgrubnie (ang. subsampled). Widaé
wyrazny efekt Moire.
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FFT w dwéch wymiarach

W0z, Sploty dwuwymiarowe
Rozplatanie (deconvolution)
/S Sygnat dwuwymiarowy Tran.sforr.ﬂata Radona i tomografia
2, ‘9 [M_ml_maqa szumu punktowego
- Aliasing w 2d

Rysunek: Ten sam obraz potraktowany filtrem dolnoprzepustowym przed
prébkowaniem.
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Kolory i percepcja
Reprezent koloréw
Zast: ania

Obraz kolorowy

o Jak wiadomo, ludzki aparat percepcji wzrokowej posiada
receptory, ktérych maksimum czutfosci przypada w trzech réznych
czestotliwosciach

@ S3 to dtugosci fal: ~ 445nm, ~ 545nm i ~ 570nm ktérym
odpowiadaja odpowiednio wrazenia kolorystyczne niebieskiego,
zielonego i czerwonego.

@ Z tego wzgledu obrazy przeznaczone do ogladania przez ludzi sg
prébkowane niezaleznie w trzech pasmach, z tego wzgledu kazdy
pixel sktada sie z trzech niezaleznych intensywnosci.

o Uwaga: postrzegany kolor nie odpowiada sktadowi widmowemu
$wiatta - mozna na nieskonczenie wiele sposobéw konstruowaé
Swiatfo ktére wywota okreslone wrazenie kolorystyczne!

@ Jednak Swiatto o réznych widmach w réznym stopniu podlega
dyfrakeji, wiec nawet jesli na pozér $wietldwka i zaréwka daja taki
sam kolor $wiatta, percepcja obiektéw przez nie o$wietlonych
moze by¢ inna!
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Obraz kolorowy
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Rysunek: Stopien odpowiedzi ludzkiego aparatu percepcji na $wiatto o
okreslonej dtugosci fali ustalony przez CIE (International Commission on
lllumination) w 1931 roku. Zauwazmy, ze zielony i czerwony wcale nie s3
bardzo odlegte!
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Obraz kolorowy

Przestrzen koloréw CIE XYZ

Dla ustalonych funkcji odpowiedzi mozemy wyliczyé catkowita
odpowiedz na $wiatto o widmie /(\):

X = /O IR\ dA
y = /O I)F(A)dA (25)
7= /0 I()Z(\)dA

Zatem dla ustalonych funkcji odpowiedzi przestrzen koloréw jest
tréjwymiarowa.
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Kolory i percepcja

Obraz kolorowy

Cata przestrzen koloréw mozna w sposéb naturalny podzieli¢ na sktadowe
chromatycznosci i natezenia:

X
X=—
X+Y+2Z
%
_ 26
Y= X¥v+iz (26)
z 1
=" = — X —
XtY+2Z y

Wtedy ustalajac odpowiedZ Y jako miare catkowitego natezenia mamy
reprezentacje xyY':

X :;X
(27)
Z=§O—X—ﬂ

Dla maksymalnej wartosci Y dostajemy wtedy diagram
chromatycznosci w terminach x, y zwany diagramem CIE 1931
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Kolory i perc
Reprezentacje koloréw

Za ERIE]

Obraz kolorowy

Rysunek: Diagram CIE 1931
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Obraz kolorowy

e Ze wzgledéw praktycznych (konstrukgji detektoréw jak i
urzadzen produkujacych obraz) wygodnie jest rozpatrywac
przestrzen koloréw w ktérej odpowiedz na sygnat maleje
liniowo ze zmiang czestotliwosci

@ Takie modele rozpiete s3 na trzech kolorach (podstawowych),
wszystkie inne kolory powstaja jako suma wazona skfadowych
podstawowych.

@ W ramach wazenia nalezy takze ustali¢ punkt bieli, czyli
zestaw wag ktére produkuja biel.

@ Modele takie zazwyczaj rozpiete sa na barwach podstawowych
RGB (red, green, blue).

@ Podzbiér koloréw danego modelu w przestrzeni CIE xyY
nazywa sie Gamutem.
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Kolory i percepcja
Reprezentacje koloréw

Zast: nia
Obraz kolorowy
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Rysunek: Gamut CIE RGB
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Obraz kolorowy

o Dzisiejsze komputery zazwyczaj pracuja w modelu sRGB o
sktadowych R = [0.64,0.33], G =[0.3,0.6], B = [0.15,0.06]
(w CIExyY) oraz punkcie bieli D65 = [0.3128, 0.3290]
odpowiadajagcemu temperaturze barwowej promeniowania
ciata doskonale czarnego o temperaturze 6504K.

@ Kazde urzadzenie takie jak monitor czy skaner ma swoje
wtasne profile kolorystyczne i powinno by¢ kalibrowane w celu
uzyskania maksymalnej jakosci obrazu. Niestety wiele oséb nie
ma o tym pojecia...
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Obraz kolorowy

Inne modele koloréw

Istnieje takze wiele innych reprezentacji koloréw

@ HSL - ze sktadowymi chromatycznymi Hue (odcien) i
Saturation (natezenie) oraz sktadowa luminacji Lightness

@ HSV - podobny do HSL, jednak z inng reprezentacja luminacji

@ CMYK - Cyan Magenta Yellow Black - model substraktywny
uzywany w poligrafii

@ YUV - ze sktadowa luminacji luma (Y) oraz dwoma
sktadowymi chromatycznymi UV - uzywany w telewizji (aby
tagodnie przejs¢ od telewizji czarno-biatej do kolorowej) i
kompresji JPEG

e CIE 1976 LAB ze skfadowa luminacji L i sktadowymi
chromatycznymi ab, opracowany ze szczegdlnym
uwzglednieniem specyfiki ludziej percepcji
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Kolory i percepcja
Reprezentacje koloréw
Zastosowania

Obraz kolorowy

/astosowania

@ Po co w przetwarzaniu obrazu wszystkie te modele koloréw?
Nie lepiej ustali¢ jeden najlepszy i zapomnieé o innych?

@ Rzecz w tym, ze rézne modele maja rézne zalety i wady - nie
ma najlepszego!

@ Na koniec szybki przyktad - przypomnijmy cechy transformaty
Fouriera obrazu, a konkretnie to, ze w wysokich
czestotliwosciach jest niewiele informacji kolorystycznej, jak to
wykorzystaé?
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Obraz kolorowy

/astosowania

@ W przecietnym zdjeciu widmo w wysokich czestotliwosciach
jest zazwyczaj praktycznie takie samo dla wszystkich
sktadowych RGB.

@ Wynika to z tego, iz w obrazach rzadko mamy krawedzie w
jednej sktadowej kolorystycznej ktérych nie ma w innych...

o Jesli s3 jakies roznice kolorystyczne w wysokich
czestotliwosdciach, zazwyczaj ich zrédtem jest szum cieplny

o Jedli zaaplikujemy filtr wyostrzajacy (gérnoprzepustowy) na
sktadowych RGB mamy szanse wzmocnié¢ szum!
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Zastosowania
Obraz kolorowy

/astosowania

@ Znacznie lepszy rozwigzaniem jest przejs¢ do jednej z
reprezentacji gdzie sktadowa luminacji jest oddzielona od
sktadowych chromatycznych (najlepiej LAB lub HSL)

@ Zaaplikowac filtr gérnoprzepustowy jedynie do sktadowej
luminacji (na ktérej szum cieplny jest usredniony)

@ Ztozy¢ obraz z powrotem do RGB

@ W ten sposéb wzmocnimy wysokie czestotliwosci, jednoczesnie
nie wzmacniajac wariancji kolorystycznych tych czestotliwosci!

Filip Pigkniewski Algorytmy przetwarzania sygnatéw i obrazéw



W00z,
% Zastosowania
? Obraz kolorowy

Rysunek: Przyktadowy obraz z lekkim szumem cieplnym.
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wcozg,
% Zastosowania
? Obraz kolorowy

Rysunek: Obraz potraktowany filtrem gérnoprzepustowym w RGB.
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W00z,
% Zastosowania
? Obraz kolorowy

Rysunek: Obraz potraktowany filtrem gdérnoprzepustowym sktadowej L
przestrzeni LAB.
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Repr
Zastosowania

Obraz kolorowy

Dziekuje za uwage!
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